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FLE SAVANT DANS LA LITTÉRATURE ET DANS LA RÉALITÉ 


g. Tout ke monde sait comment au cinéma se font les grandes 
découvertes. Sur la table-d’un laboratoire sont des fioles, une 
* machine électrique, quelques livres; un tableau noir complète 
_ l'installation. Le savant, accoudé sur la table dans l’attitude du 
Penseur, se gratte le nez ou porte nerveusement l'index sur sa 
tempe. Tout à coup il se lève comme mû par un puissant ressort, 
__ se précipite sur le tableau, écrit quelques intégrales sextuples, 
_ pousse un cri de joie (que naturellement on n'entend pas) : une 
découverte sensationnelle bouleversera demain la science et l’in- 
dustrie. Le savant court au téléphone mettre l'univers au courant 
à du mémorable événement. Dévêtue à la dernière mode, la fiancée 
entre dans le laboratoire, se précipite dans les bras de l’heureux 
-_  triomphateur : « O Jim! indeed! ». Ils peuvent enfin se marier, 
sûrs d’un avenir plein de gloire et de dollars. 
Un tableau noir peut se rencontrer dans un laboratoire; mais le 
premier soin d’un calculateur étant de conserver ses calculs, je 
conseille aux découvreurs d’acheter une rame de papier quadrillé 
_ plutôtque 8 mètres carrés de sapin verni. Les intégrales sextuples” 
sont d’un héureux effet, mais d’un usage restreint. Un beau labo- 
ratoire en bon ordre est évidemment à souhaiter; mais au prix du 
beurre, au moins pour les Français, le luxe est impossible. S'il se 
fait dans notre pays de grandes découvertes (ce que je souhaite), 
il y a fort à parier que le local origine fera pauvre mine sur l'écran. 
Autre thème de découverte au cinéma : X descend d’une auto, 
monte un escalier, passe rapidement devant un tableau hérissé 
. de manettes et s'engoulffre dans une porte latérale. C’est intitulé : 
- le savant X se prépare à couper les atomes. 
Evidemment le metteur en scène n'avait que des idées vagues 
sur la vie des savants. 


* 
x, 


Diptyque pour le mur d’une salle de cours. 
La partition porte : : Abimes et pics, gorges et forëts. Un mon- 
_ sieur en habit noir se lève, ganté de blanc, un papier entre les. 
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mains : c’est le Faust de Berlioz. Il entonne son grand air : « Na- 
ture immense, impénétrable et fière, » 
Faust, comme chacun sait. est le savant romantique. 


Forêt etcavernes. Faust, seul. 


« Quand dans la forêt la tempête mugit et crie, en précipitant 
à terre les pins gigantesques dont les tiges voisines se froissent 
avec bruit et dont la chute résonne comme un tonnerre de mon- 
tagne en montagne, tu me conduis alors dans l’asile des caver- 
nes, tu me révèles à moi-même et je vois se découvrir les mer- 
veilles cachées dans mon propre sein. » 

Second tableau. 

Tyndall arrive devant la mer de Glace avec des piquets, une 
chaîne d’arpenteur, les outils indispensables. Il choisit des repè- 
res sur les rives, aligne et planteses piquets : il s’agit de mesurer 
en divers points la vitesse d'écoulement du glacier. 

J'aime à croire qu'après son travail d’arpenteur, Tyndall sortait 
de sa poche une pipe qu'il bourrait et fumait en contemplant 
les jeux de lumière à la surface de la mer; il n’est pas interdit 
au savant d’être homme à ses heures, de regarder passer les nua- 
ges en songeant à la brièveté de l'heure, au pied du mont Blanc 
qui nous écrase de sa masse, comme le découvrit Perrichon. 

On raconte que dans un salon une dame du monde demandait 
à Reyer dans quelle extase était né le chant de sa Brunehilde : 
« Brunebhilde est ta conquête, et ne crois pas qu’elle regrette 
entre tes bras le séjour immortel! » je ne garantis pas l'exactitude 
du texte cité de mémoire. « Madame, répondit Reyer, j'étais sur 
l'impériale de l’omnibus Panthéon-Courcelle et je fumais ma 
pipe.» DEL 

La pipe et la cigarette ont un rôle essentiel dans la vie du 
savant comme dans celle de l’artiste. 


* 
# x 


Mon Dieu! garde-nous des métaphores et du lyrisme officiel! 
Voici ce que je lis dans le Discours de M. Herriot, très calé en 
mathématiques financières, discours prononcé à la distribution 
des prix du Concours général pour 1928 : À 


« Qu’une telle discipline [mathématique] domine toutes ses dérivées : issue 
du réel, qu’elle le recrée à son tour, nul n’en doute. Qu'elle ait sa Ho: 
propre, que l'on puisse discerner dans certaines courbes l'élégance de he 
tains vases, que ces spéculations abstraites sur le nombre et la quantité, ce 
travail cérébral où l'induction et l'hypothèse gardent leur rôle, ces stades 
sur le mouvement et la force se révélant comme une manière de jeu sublime 
faisant appel aux plus hautes facultés de l'esprit, capable de provoquer fa: 
thousiasme et peut-être même quelque vertige, on voudrait pouvoir ne pas 
se borner à le soupçonner; les mathématiques nous apparaissent comme une 
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architecture spirituelle ou une musique. silencieuse. Qu'il y ait, par suite, 
un humanisme scientifique, on ne pourrait le nier sans réduire les humanités, 
ainsi qu'on le fait parfois, il est vrai, au plus inutile des formalismes. Il est 
peu de livres aussi émouvants que l'Exposition du système du monde, par 
Laplace, et l’on comprend que l’Académie française, pour rester fidèle à une 
tradition nationale, ait souvent appelé à elle des mathématiciens, dont il 
fut l’un. » 


il y a plus de quarante ans que, du matin au soir, j'utilise les 
algorithmes mathématiques et trace des courbes. J’accorde qu’il 
en est d’élégantes; mais il en existe en limaçon, en chapeau de 
œendarme...; malin sera qui trouvera l'esthétique d’une hyper- 
bole; le cercle rappelle la Lune qui sert très souvent aux compa- 
raisons péjoratives. 

Quand Rayleigh utilise la fonction de Bessel J, pour la théorie 
des galeries chuchotantes, sans éprouver le moindre vertige je 
prends une table numérique de cette fonction pour vérifier ses 
dires. a 

_ L’Exposition du système du monde est un bon livre de vulga- 

risation qui, sauf pour un littéraire en mal d’éloquence, n’a rien 
d'émouvant. On compterait sur les doigts les Français qui l'ont 
absorbé, preuve qu’il n’a rien de réjouissant. Peut-être M. Herriot 
confond-il avec sa Mécanique Céleste, cet excellent résumé des 
connaissances antérieures à Laplace. 

Mais ce lyrisme à la manque, cet enthousiasme de comice agri- 
cole, ces envolées de réunion électorale font un effet prodigieux 
sur les gogos. C’est le zim ba la boum des pitres à la foire, l’ut* 
du ténor aphone qui montre son épiglotte, le rond de bras oscu- 
lateur de la dresseuse de chiens savants. Pourquoi s’en abstenir 
puisque les applaudissements claquent, les perruches pleurent de 
tendresse et les vieux messieurs dodelinantde la tête soupirent : 
« Très bien, très bien! » tout en bavantsur leur gilet! 


* 
x * 


Pourquoi ce débordement de mauvaise humeur, s’exhalant en 
comparaisons incohérentes? Ne puis-je laisser le monde aller 
comme il veut? ne puis-je feindre d'admirer un Grand Maitre de 
l'Université, dont il se peut que j'aie besoin et qui se rappellera 
mes invectives ? | 

Voici mon excuse. Nous autres, honnêtes ouvriers de la Science, 
avons plein le dos de ces farceurs qui faussent les idées du pu- 

“blic, lui donnent de la science une idée qui ne profite qu'aux 
_charlatans, qui pindarisent à propos d'occupations utiles, mais 
sans panache, qui s’imaginent qu'on jongle avec les idées comme 
avec des assiettes, qui remplacent les expériences par des oracles. 
ils s’attribuent le génie, ce qui les dispense de travailler. Les 
journalistes les admirent, les primaires se font gloire de citer 
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leurs phrases insignifiantes ou sottes: ils accumulent les prix, 


les titres et les décorations: puis, quand ils meurent, ils dispa- 
raissent tout entiers, ne laissant après eux que l’étonnement des 
érudits qu’on ait pu attacher de l’importance à d'aussi ridicules 
fantoches. | 

Il faut éduquer Le public, lui dire que la science se construit 
pierre à pierre comme une maison, que les génies sont un phé- 
nomèêne de plus en plus rare, que les progrès s’achètent par de 
longs efforts. 


x 
LX # 


Dans un numéro de Cielet Terre datant de quarante ans, sous 


la plume de l’astronome américain Byrd, je trouve un amusant’ 


article dont je détache quelques passages : 


« Il semble que le public considère les observatoires comme un but à la 
curiosité, un objet de visite intéressant, dans le genre des phares; c’est une 
sorte d'amphithéâtre céleste où la Lune, les étoiles et les planètes se mon- 


trent toutes les nuits avec un astronome pour cicerone; on s'imagine que ce : 


monsieur met son bonheur à exhiber dans son télescope les queues des 
comètes, les satellites de Jupiter, les anneaux de Saturne, avec une foule 
d’autres jolies choses, à peu près de la même manière que Barnum aime à 
exhiber ses éléphants apprivoisés et ses poneys dansants. En fait la patience 
des astronomes est vite à bout; dans son observatoire il éprouve le senti- 
ment de l'Anglais pour son home; et lorsque, par une belle nuit, ilest occupé 
avec le cercle méridien, l'équatorial ou le photomètre, un visiteur lui pro- 
duit l'effet d’un brigand sur un voyageur en Espagne ou des moon lighters 
sur un propriétaire irlandais. Il est naturel que l'observateur tienne à ne pas 
laisser échapper la chance d’un fructueux travail. 

« Ce mot travail ne correspond pas aux idées du public; il croit que les 
murs des observatoires renferment beaucoup de poésie et de romantisme. Il 
connaît la légendaire histoire de Tycho-Brahé revétant de magnifiques robes 
de velours pour se présenter devant les étoiles: il s'imagine qu’à minuit, 
sur ces tours et sous le dôme étincelant du ciel, on entend l'harmonie des 
sphères. Il se représente l'observateur ravi par le spectacle des comètes 
fugitives, des vagues nébuleuses ou des amas d'étoiles éblouissantes. 

« En fait, le travail dans les observatoires ressemble à celui d’une usine. 
L’astronome moderne revêt un habit fripé, une vieille capote; il n’est ni 
rêveur ni oisif. Il va et vient, jette en passant un regard sur l'horloge sidé- 
rale, s'assure que les communications électriques sont bien établies, 
remonte le chronographe, place la feuille, la met en mouvement et se pré- 
pare à travailler au cercle méridien. | 

« Une suite de petits coups annonce l'entrée de l'étoile dans le champ de 
la lunette; un coup, l'étoile traverse le premier fil; une nouvelle série de 
coups... On lit les microscopes, on enregistre leurs indications. Alors com- 
mence un autre passage; et ainsi de suite pendant des heures, sans autre 
distraction que le réglage du chronographe. 

« Quoi! c’est tout votre métier : abaisser le doigt lorsque l'étoile passe 
sur un fil? Mais un enfant serait capable de ce beau travail! 

«Oui, à sa manière qui n’est pas la bonne. Il faut des années d'exercices 
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_ pour tirer des résultats utiles de ce geste simple. D'ailleurs le public ne peut 
_ comprendre quelle somme de connaissances célestes résulte de l’exacte 
_ observation du passage d'une étoile sur les fils de la lunette méridienne. 
D En résumé l'observateur n’est pas ce qu'on imagine communément. Il 
_ne vit pas dans un état d’extase ou d'enthousiasme; il n’a pas besoin d'un 
dictionnaire de superlatifs pour exprimer ses sentiments à l'égard des 
étoiles : il ne s’attarde pas à considérer les curiosités célestes dans son téles- 
cope ; on peut trouver son indifférence exagérée. Mais il renoncera au som- 
_ meil pendant des semaines pour obtenir d’utiles observations, tandis que 
ses journées seront absorbées par de fastidieux calculs. » 


En regard du texte d'un professionnel mettons l'élucubration 
. d’un journaliste: 


« Quelle grandeur un peu mystérieuse n'y a-t-il pas pour le profane dans 
ces recherches sur les molécules et les atomes qui, à l’image des recherches 
astronomiques par exemple, forment le chapitre de la science désintéressée, 
se satisfaisant du seul but qu’elles poursuivent : connaître? Et comme l'on 
comprend que de tels travailleurs intellectuels se puissent apparenter aux 
seuls êtres qui leur ressemblent comme des frères, c'est-à-dire aux poètes! 

_« Jamais la science et la poésie n’ont été plus unies que dans les âmes de 


recherche de la Vérité pure. Ils savent bien qu'ils ne la trouveront pas, 
qu’elle reculera à mesure qu ils vondront la saisir, mais ils ne se découragent 
jamais, soutenus par une foi invincible en leur rêve. Ne sont-ils pas animés 
d’un seul désir, celui d’en savoir davantage, celui de faire faire à l'huma- 
- nité un pas de plus dans les ténèbres du mystère environnant? Qu'importe, 


à dès lors, que ce pas soit tout petit, que ce plus loin, comme disait Rémy de 
-  Gourmont, « représente le diamètre d'un grain de poussière comparé à celui 
È de l'univers visible »? C’est l'effort de l'intelligence qui est ici admirable. 


. «A ce point de la connaissance, la poésie naît toute seule, du reste, sous 
les pas des chercheurs. Dans une science comme l'astronomie, elle surgit 
_ presque immédiatement, “ar elle repose sur des beautés éclatantes : celles 
du ciel féerique, des astres, des étoiles colorées au milieu des pâles nébu- 
leuses, du spectacle incomparable de l'univers en mouvement. 

- « Dans la science atomique elle semble plus subtile, tout d’abord, cette 
poésie, plus difficilement saisissable; mais qu’on prolonge le regard, qu'on 
l’étende sur les horizons nouveaux découverts, et l’on ne sera pas moins 
bouleversé par la contemplation de l’infiniment petit que par celle de l'infi- 
niment grand. Il y a là les sources d'une émotion profonde qu’Anatole 


- France a rendues jadis en une page célèbre. 


plus pures et les plus élevées, n'est-ce pas un sentiment identique à celui 
qui nous saisit à la lecture .de certaines pages de métaphysique ? Même les 
esprits vulgaires en ont parfois la prescience : qu’on se souvienne de Bou- 
vard et Pécuchet presque hallucinés à la suite d’une lecture de Spinoza! 
_ Ici et là, la poésie naît, semble-t-il, de l’immensité du spectacle révélé par 
_ l’œuvre du savant ou du philosophe. » | Se 


Oh! la, la, dirait Gavroche. Et ta sœur, qu’en pense-t-elle? 


ces ouvriers passionnés attelés à la plus décevante des entreprises : la. 


« Cette espèce d'enivrement que procure la science dans ses régions les. 
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LE. 
* * 


Au théâtre et dans les livres l'attitude des savants est aussi 
fausse qu’au cinéma. J’admets qu'il existe des gens d’une résis- 
tance exceptionnelle qui, après une journée d’un dur labeur, sont 
capables d’endosser un habit noir et de jouer leur rôle dans un 
bal. Pour mon compte, quand j'ai gratté du papier, lu des mé- 
moires pendant neuf ou dix heures, quand, levé à six du matin, 
j'arrive à six du soir, je ne demande que mon lit, avec un bon 
livre pour me défatiguer la cervelle et jouir d’un sommeil plus 
calme. Je serais incapable de m'intéresser aux riens d’une con- 
versation mondaine, de supporter avec patience les questions 
saugrenues qu'il est vraisemblable qu’on m’adresserait. 

Pour humble que soit la nature des occupations d’un savant, la 
condition essentielle d’une réussite est la continuité de l’effort. 
Si le génie est une longue patience, l'apophtegme est encore plus : 
vrai pour les travailleurs sans génie qui laissent cependant leur 
trace, grâce à leur persévérance. Le changement, ce qu’on 
appelle les distractions, sont loin d’étre un repos pour le savant. 
. Certes il ne doit pas abuser de son cerveau; le nombre de ses 
heures de travail doit être convenablement limité, il faut qu’il 
dorme tout son saoul. Malgré le prétexte de se délasser, il évitera 
les veilles, le théâtre, les soirées mondaines et jusqu'aux vaines 
palabres soi-disant Scientifiques qui ne serventà rien et sont 
Chronophages, Un savant n'est jamais pressé parce qu’il ne perd 
jamais son temps. c 

C’est un grand malheur pour la Science française que Le prix 
de la vie force les savants, surtout les Parisiens, à cumuler des 
places nombreuses, à devenir experts, ingénieurs conseils, direc- 
teurs de sociétés industrielles : ils ont des occupations si diver- 
ses qu'un travail continu leur est interdit. 

On cite, il est vrai, des hommes Pour qui la science n’était 
qu’un délassement. : 

Lavoisier donnait aux sciences 6 heures par jour, de 6 à 
9 heures du matin, de 7 à 10 heures du soir. Il employait le reste 
de son temps aux affaires de la ferme générale, de la régie des 
poudres, de l'administration des hôpitaux, aux séances de l’Aca- 
démie et des commissions. Un jour par semaine était consacré 
aux expériences; on se réunissait au laboratoire, on y déjeunait, 
On y disssertait, on y recevait les étrangers de marque. 

Lavoisier fut de tout premier ordre. Je ne crois cependant pas 
qu'avec un égal génie, un savant pourrait de nos jours faire 
d'importantes découvertes avec cette manière de travailler. La 
science est devenue si complexe, les expériences si difficiles et 


si longues, qu’une présence plus assidue au laboratoire est indis- 
pensable. 
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* 
*X x 


Une seule catégorie de savants est bien décrite dans les livres, 
parce que l’on comprend aisément la nature de leurs occupations : 
ce sont les historiens, les philosophes, en général tous ceux qui 
compulsent des textes et dont le laboratoire est une biblio- 
thèque. Un ancien chartiste comme Anatole France ne peut avoir 
une idée romantique de ses maîtres dont il trace un portrait 
charmant, toutefois moralement Honor sous le nom de 
Sylvestre Bonnard. 

Bourget, dont le père était un bon physicien, sait à quoi s’en 
tenir sur la vie du savant. Balzac avait des idées justes sur celle 
de l'ingénieur. 

Ces portraits véridiques semblent des caricatures au gros 
public. Il admet à la rigueur que le paléographe ou l’épigraphiste: 
soit un être casanier, dont la wie :s’écoule un milieu des bou- 
quins, mais il est-étonné d'apprendre que la vie du savant de 
laboratoire.me diffère pas «essentiellement de celle de l'historien. 
Alors qu'un épigraphiste a souvent passé des années en prome- 
nades lointaines, le chimiste a pu ne sortir de son trou que pour . 
: palabrer dans les congrès. On a tant bourré le crâne de ce brave 
public qu'il lui faut de l’extase, de l'enthousiasme, des grands 
mots, la Vérité, de Désir de rendre le monde meilleur et autres 
blagues du même tonneau. 

Le métier d’explorateur, le seul auquel peut à la rigueur se 
joindre un peu de poésie, est outrageusement faussé par le roman 
ou le théâtre. J’ai lu nombre de voyages; Livingstone, Burton, 
Stanley, Barth, Schweinfurt, Huc, etc. etc., me sont connus; j'ai 
voyagé sur le Niger ; de grandes randonnées à cheval m'ont per 
mis de comprendre leurs descriptions. De tout ce qu’ils racon- 
tent, résulte qu’ils accomplissent avec beaucoup de peine, de 
souffrances, de soucis matériels et moraux, ce que les indigènes 
font tous les jours, aisément, sans y penser. Sous les quelques 
admirations qu’ils plaquent dans leurs récits, perce la crainte de 
crever de faim, de fièvre, ou d’être assassinés. | 

Il y a trente et: quelques années, voyageant dans dl Inde, je me 
suis itrouvé à ‘une centaine de kilomètres de toute habitation 
anglaise, empoisonné par une boîte de confitures avariées. Devant 
moi tout un village me regardait vomir ; à peine avais-je de l’eau, 
j'étais dans l'impossibilité de me faire comprendre; évidemment 
j'allais mourir sans secours, dans ce pays perdu où je venais pour 
admirer des temples creusés dans le roc : la beauté du ciel nie 
laissait indifférent. 

‘Je n'avais -aucune-excuse puisque je venais... pour mon plaisir. 
Mais de telles impressions, renouvelées sous diverses formes 
durant mes voyages. d'agrément, je peux conclure l’état d’âme 
de l'explorateur : il n’atrien de poétique. Croyez-vous qu’on soit 
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dans l’extase quand on est tordu par la dysenterie, que le lait. 
manque et qu’on est forcé (Mandat-Grancey raconte la chose d’un 
jeune explorateur) de téter une négresse de bonne volonté ? 

À raconter, tout cela devient amusant; je voudrais vous y voir! 

En 1892 j'allais en plein été de Ouargla au Mzab; trois longues 
étapes de nuit sans rencontrer un être humain. La dernière nuit 
mon guide me fait signe qu'il a perdu son chemin. 

« Chouette. pensai-je, je vais dormir. » Je m’'étendis sous les 
museaux baveux de mes deux chameaux couchés côte à côte, et 
je m'endormis, n'ayant qu’un désir, que le guide retrouvât son 
chemin le plus tard possible. Quand la bête humaine en arrive à 
ce point de fatigue, elle ne songe guère à la splendeur des nuits 
africaines! | : 

Huc raconte que, son confrère Gabet étant presque gelé, on 
dut le ficeler sur son chameau. re 

Le métier d’explorateur est beau... dans l’Atlantide! | 

La poésie se comprend quand on borne ses courses à la pro- 
menade sur le lac du Bourget : « O lac, t’en souvient-il 2... » ou 
qu’on décrit les forêts vierges, du quartier latin, entre la traduc- 
tion d’Homère et celle de Théocrite. 

J'eus comme camarade d’école un brave garçon, mort aujour- 
d'hui, nommé Chudeau, qui làcha le monde civilisé pour explorer 
le Sahara. Il le traversa nombre de fois, toujours seul Roumi, 
avec pour escorte un ou deux Arabes; il avait fini par y vivre 
comme un indigène, sale comme un peigne, au dire des gens 
de Dakar et de Saint-Louis. Il ne souffrait plus : d’explorateur il 
était devenu.nomade. Je donnerais ma tête à couper plutôt que 
de croire qu’il était ému par l’immensité du désert : trouver de 
l’eau l’intéressait davantage. 


* 
# 


. La patience, telle est la vertu cardinale du savant, la seule qu'il 
connaisse, insinuent les grincheux; la patience qui s'oppose à 
l’extase, à l'enthousiasme, au mysticisme; la patience qui, vertu 
par excellence du critique, met un frein aux emballements, évite 
les conclusions prématurées, vérifie maintes fois les résultats, 
n'énonce rien qui ne soit sûr, n’est satisfaite que par de nombreux 
recoupements. 

Ci-dessus je parle d’un cercle méridien. 

C'est un disque divisé en parties égales. Mon laboratoire en 
possède un de plus d’un mètre de diamètre. Chaque degré est 
divisé en 12 parties, ce qui fait 360 x<12— 4320 divisions. Un 
observatoire qui se respecte, vérifie de temps à autre son cercle 
méridien, c'est-à-dire compare les divisions les unes aux autres. 
À supposer qu’on se borne (ce qui est insuflisant) à prendre les 
divisions une à une, si chaque mesure est répétée dix fois, c’est 
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. 43200 lectures : il faut 3 mois de travail, 10 heures par jour, à 


plusieurs astronomes, pour vérifier un cercle méridien. 

Ce que dis pour le cercle est applicable aux divisions d’un 
mètre étalon, à l’échelle d’un thermomètre, ete., etc. 

Dans les expériences statistiques (par définition le résultat 


définitif est tiré de la moyenne de résultats groupés suivant cer- 


taines lois), pour obtenir une approximation de 1 °/,, il faut dix 


mille observations. Quelle patience chez le physicien qui entre- 


prend une pareille tâche! 

Certes quand un fait nouveau est découvert, pendant quelques 
mois on peut avec moins de peine obtenir des résultats intéres- 
sants. Mais l’armée des savants est aujourd’hui si nombreuse que 


cette récolte relativement facile cesse bientôt; il faut passer des 


recherches d'ensemble et de première approximation aux expé- 
riences précises et de détail. Les premiers pas ne coûtaient guère; 
les pas suivants sont pénibles : c’est pourquoi les physiciens 
élévent sur le pavois les heureux découvreurs de faits nouveaux 
quileur procurent pendant quelque temps une moisson abondante 
et rapide. D'où un classement momentané des valeurs que la PS 
térité n'admet pas. Pour ne citer que}; des morts, personne n’ose- 
rait mettre en parallèle Arago, qui découvrit nombre de faits 
nouveaux, avec Fresnel qui n’en découvrit aucun. Les œuvres 
du second restent classiques, les œuvres du premier se vendent 
au poids du papier. 


+ 
# * 


Par la force des choses le savant'est étroitement spécialisé; : 
savant à la Descartes, philosophe, mathématicien, physicien... 
disparu. On est tout surpris qu'un ancien X, Marcel Prévost, - 
à son Monsieur Moloch des aptitudes universelles : il découvre 
des explosifs et disserte sur les coléoptères. A supposer que dans 
sa jeunesse 1 Moloch ait étudié superficiellement les sciences natu- 
relles, il y a beau temps que vieillard il les aurait oubliées. 

Un savant moderne est un monstre hypertrophié dans un sens. 

Je me-rappelle mon ahurissement à certaines explications sur 
la diffraction à moi demandées par Marey, qui était un bon savant; 
elles prouvaient une ignorance absolue des phénomènes optiques. 

En général quand un savant quilte sa partie, c’est son violon 
d’'Ingres : il joue faux, se croit un grand artiste et se fait railler 
par les spécialistes auxquels, naturellement, il prétend enseigner 
leur métier. Certes en en prenant la peine il est capable de se 
mettre au courant; mais généralement le succès dans sa GESUSe 
lité l'empêche de redevenir apprenli. 

Si la Science n’est pas tellement vaste qu’on n’en puisse encore 


_avoir une idée d'ensemble, on n’élucide une question particu- 


lière qu’en se spécialisant. La mise au point d’une idée exige un 


_ long effort. 
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Le public qui se paye de mots, est tout près d'admettre que 
Jules Verne a inventé les sous-marins, Nadar la direction des 
ballons. {1 y a cinquante ans on prévoyait que ces applications ne 
tarderaient guère, puisque aucune loi fondamentale ne les rendait 
impossibles ; c'était une question de technique industrielle : il 
fallait construire des moteurs à explosion de faible poids par 
cheval-vapeur. 

Le savant hausse les épaules quand on lui montre chez les Grecs 
ou les Latins les atomes et les molécules, ou quand on date du 
dix-septième siècle la théorie cinétique des gaz. Maxwell a fondé 
cette théorie en imaginant une. loi de répartition des vitesses, 
postulat précis à partir duquel on peut dérouler le sorite. 

Les notions d’atome et de molécule n’ont pris corps qu’au 
début du dix-neuvième siècle, après la découverte des lois fon- 
damentales de la chimie. 

Adam savait qu’une goutte de roséeest bleue, jaune, rouge, sui- 
vantla position du Soleil. Cette observation vulgaire n’est devenue 
de da science qu'après les travaux de Descartes sur l’arc-en-ciel, 
de Newton sur la décomposition spectrale de la Jumière. 


* 
* x 


Le httérateur croit le savant marqué dès l’enfance d’un sceau 
qui le désigne à ses futures destinées. C’est vrai pour lés mathé- 
maticiens, science facile, où abondent les enfants prodiges; c’est 
faux pour les expérimentateurs. Nombre d’astronomes illustres 
le sont devenus par hasard :  Herschel resta hautbois dans un 
régiment hanovrien jusqu’à 40 ans; Olbers était médecin, Bessel 
se destinait au commerce,...; un astronome a soutenu, preuves à 
l'appui, que les hommes qui ont fait époque en astronomie, étaient 
des transfuges. 

Il y aurait une singulière statistique à établir sur les élèves de 
l'Ecole Normale Supérieure. La plupart n’ont à l’entrée d’autre 
but que de gagner leur vie; encore né choisissent-ils Normale 
que refusés à Polytechnique. C’est le hasard d’une place vacante 
qui les détermine à la physique ou à la chimie. Cela ne les empé- 
che pas de marquer leur trace dans la carrière que les circons- 
tances leur imposent et pour laquelle il serait faux de leur croire 
dès l'enfance une passion irrésistible. 

Aujourd’hui la science est un métier comme un autre, propo- 
sition évidente si l’on considère qu’il existe vraisemblablement 
dix mille physiciens ou chimistes à la surface du globe. 


* 
* * 


Le public se trompe sur le métier de l'ingénieur. Pour lui l'in- 
génieur des ponts ou des mines se livre du matin au soir à des 
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calculs transcendants, imagine des viaducs inédits, des machines 
perfectionnées. 


La description suivante, tirée de Balzac, est exacte, bien que 


vieille de cent ans : il connaissait la vie réelle. 


« À 21 ans on s'attend à des merveilles. J'entrai à l’école des P. et C. J'é- 
tudiai la science des constructions, et avec quelle ardeur! Par un bonheur 
inoui, je fus nommé à 25 ans ingénieur ordinaire: on m'envoya dans une 
sous-préfecture. J’appris alors à quoi tendaient ces terribles déploïements 


d'intelligence, ces efforts gigantesques demandés par l'Etat. L'Etat m'a fait 


compter et mesurer des pavés et des tas de cailloux sur les routes. J'ai eu à 
entretenir, réparer, quelquefois construire des cassis, des ponceaux, à faire 
régler des accotements, à curer ou bien ouvrir des fossés. Dans le cabinet 
l'avais à répondre à des demandes d'alignement, de plantation ou d’abatage 
d'arbres. Telles sont les principales, souvent uniques occupations des ingé- 
nieurs ordinaires,en y joignant de temps en temps quelques nivellements que 
le moindre de nos conducteurs, avec son expérience seule, fait toujours beau- 


Coup mieux que nous, malgré toute notre science. 


«Supposons qu'entre 30 et 40 ans je sois ingénieur de premiére classe, et 
ingénieur en chef avant l’âge de 50 aus. Hélas! je vois mon avenir. Men 


ingénieur en chef a 60 ans; il est sorti comme moi de la fameuse Ecole: il a 
_ blanchi à faire ce que je fais; il est devenu l’homme le plus ordinaire qu'il 
soit possible d'imaginer. La science a marché, il est resté stationnaire; bien 


mieux, il a oublié ce qu'il savait. D'abord spécialement tourné vers les 
mathématiques par son éducation, il a négligé tout ce qui n’était pas sa par- 
tie : vous ne sauriez imaginer jusqu'où va sa nullité dans les autres branches 


_ des connaissances humaines. L’extinction de ses talents l’a conduit à faire 


dépenser au département dans une seule affaire un million au lieu de 
200.000 francs. J'ai voulu protester : « Serais-tu bien aise, me dit un ami, 
quand tu seras ingénieur en chef, de voirtes erreurs relevées par ton subor- 
donné ? Dès qu'un des nôtres commet une lourde faute, l'administration le 


_ fait inspecteur. Ton ingénieur en chef va le devenir. » Voilà comment on 


récompense la nullité. La France entière.a vu le désastre au cœur de Paris 


_ du premier pont suspendu que voulut élever un ingénieur, membre de l’A- 


cadémie des Sciences lil s’agit de Navier], triste chute qui fut causée par 
des fautes que le moine qui bâtit le pont Royal n'eût pas faites et que l’ad- 
ministration consola en appelant cet ingénieur au conseil général. 

- « Moi qui par la nature de mes efforts me destinais à de grandes choses, 


- je me vois face à face avec lès plus petites, à mesurer des mètres de cail- 
loux, visiter des chemins, arrêter des états d’approvisionnement. Je n'ai 


pas à m'occuper deux heures par jour... » 


_ Mais, objecte l'ancien élève de l'Ecole, il faut bien qu’on 


_ mesure le tas de cailloux! 


Loin de moi de mépriser cetle mesure. Je dis seulement que le 
public ignore les occupations ordinaires des ingénieurs de l'Etat, 
ronds de cuir fourrés du matin au soir dans les paperasses, 
ignorants comme des carpes et roulés haut la main par les spécu- 
lateurs. Je n'ai pas la cruauté de citer un exemple récent. 

Certes on ne peut construire tous les matins une tour Eiffel, 
un viaduc de Garabit. Mais Le public, qui se trompe grossièrement 
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sur la nature du travail que nécessitent de telles constructions 
(il n’a rien de transcendant), se trompe encore plus: grossière- 
menñt sur le traintrain journalier d’un bureau de constructions 
métalliques comme en France il en existe des milliers. 


* 
# * 


Rien n’est plaisant comme le dramaturge qui met en scène un 
inventeur. Certes il est excusable de: ne pas découvrir un fait’ 
nouveau à seule fin que son premier rôle trouve de l'inédit. 
Mais nos hommes de théâtre poussent la naïveté jusqu'à son 
comble. RS ; 

Voici la tirade que, dans la femme de Claude, Dumas met dans 
la bouche de son inventeur : Ù 


« Le problème à résoudre était de projeter à une distanee plus ou moins 
grande des matières fusantes d’une force incalculable et irrésistible. Le pro- 
blème insoluble, disait-on, est résolu aujourd’hui : c’est là mon secret. Res- 
tait la question de distance. If me fallait en effet 8.500 ou 9.000 mètres : je 
les ai. Et maintenant, fussé-je entouré d'un million d'hommes, eussé-je 
devant moi une forteresse imprenable, la lutte ne peut guère durer plus de 
3 ou 4 heures. » : 


À quoi le traître répond (malgré lui, dit le texte) : « Cest for- 
midable. » one 
En effet c’est formidable de sottise! Et dans la Préface : 


« Tu vois ce Claude : ce n’est pas seulement un mécanicien, un inven= 
teur, c’est l’homme, c’est l'Homme dans le grand sens du mot, c'est 


l'exemple! » 


Et cet Homme, cet exemple, prend pour confident un jouven- 
ceau qui le trahit, débite sa tirade à un espion chargé de le voler, 
tue sa femme, et, quand le rideau tombe sur la scène de carnage, 
dit au jouvenceau : « Et toi, viens travailler: » de 

Mais le problème est résolu (Claude vient de nous l’apprendre); 
quand on a tué sa femme, serait-ce pour le meilleur des motifs 
il semble urgent de prévenir le commissaire de police. J'admets 
que la main d’un justicier ne tremble pas; cependant je me méfie 
d’une pesée qui suit de trop près un meurtre, serait-ce d’une 
traîtresse. Et savez-vous comme Césarine, la Femme Coupable 
apprend que son mari a fait une découverte pour la défense nalio- 
nale ? Par les journaux! + 

J'ai connu des inventeurs. Leur caractéristique était une 
méfiance au surplus naturelle. Ils voulaient qu’on leur achetât 
chat en poche, au moins qu'on leur garantit une certaine somme 
si, après examen, on en refusait l’achat. Dans les agences de bre- 
vets c’est le diable pour leur faire expliquer leur Count 
vraie ou fausse: ils ont peur qu’on ne les vole. Ils ont raison, par 
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le temps qui court : la délicatesse, voire l'honnêteté ne sont pas 
les caractéristiques de nos contemporains: 

Un roman à 19 sous me tombe sous la main. Ayant mal à Ja 

tête, je l’ouvre. J’y trouve un savant qui commence par‘voler un 
‘usurier sous prétexte que ce monstre a profité de ses inventions 
antérieures; il s’agit de vivre jusqu’à la réussite de la découverte 
la plus récente que le voleur explique à sa fiancée (naturelle- 
ment). Il vient de trouver... le mouvement perpétuel, Une société 
lui achète sa machine cent millions de francs, de dollars ou de 
livres, je ne me souviens plus. C’est donné; le mouvement per- 
pétuel vaut plus que cela. L’usurier est assassiné ; après des péri- 
péties diverses, l'inventeur et sa fiancée partent pour l'Italie : ils 
ont bien mérité de boire une coupe d’asti Spumante et de con- 
templer le Vésuve les yeux dans les yeux. 


* 
x 


Dans mon journal je trouve traitées deux questions qui sem- 
blent n'avoir aucun rapport, bien qu'étroitement liées : un 
Locarno intellectuel, l'absence des Français dans les congrès 
internationaux. 

Il me suffit de trouver un bon mémoire pour que j'en parle, 
sans minquiéter de la nationalité de l’auteur. Que puis-je de 
plus? Certains compatriotes me reprochent même de trop parler 
des étrangers au détriment des Français; mon locarnisme serait ’ 
excessif. À moins que par locarnisme on entende les pratiques 
de certains farceurs qui vont à l'étranger serrer des mains incon- 
nues et déplorer l'impérialisme français. Nous savons que cet 
impérialisme n'existe pas, que si nous avons parfois le tort de 
trop nous admirer, nous ne cherchons et depuis longtemps n’a- 
vons cherché noise à personne. Nos farceurs espèrent que leurs 
gestes Seront grassement payés par de substantielles récom- 
penses; de leurs attitudes théâtrales ils attendent une contre- 
partie pécuniaire. 

La scène tout indiquée pour ces pantalonnades est un congrès. 
On reproche aux Français de ne pas suivre ces réunions savantes, 
même quand, pour compenser le change, l'étranger s’offre à les 
nourrir et loger gratis, L’intention est aimable; mais on hésite ce) 
profiter de ces offres gracieuses quand on doute de les recon- 
naître par des communications sensationnelles. Tout parasite est 
tenu d’avoir de l’esprit et de payer son écot en monnaie de singe. 
Au surplus, je ne me vois pas discutant les travaux d’un Papou 
quand la tribu papoue m'héberge, quelque admiration que je cul- 
tive d’ailleurs pour la science papoue. 

Mais voici où git l'incompréhension du métier du savant. 
Quel besoin a-t-il de connaitre en pérsonne ses confrères étranc 
gers, de causer ou trinquer avec eux? 
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Un savant met dans ses mémoires le meilleur de lui-même; Si 
je connais ses mémoires, qu'apprendrai-je de sa conversation? Si 
la communication devant le congrès est inédite, dans quelques 
mois elle cessera de l'être. A moins que vous ne profitiez de la 
chaleur communicative des banquets pour tirer les vers du nez 

de votre voisin et lui voler quelque idée que l’imprudent ne 

saura pas retenir. Mais comme pareille mésaventure peut être 
votre lot et qu’il n’est pas sage de se croire plus malin qu’autrui, 
mieux vaut ne voler personne et ne pas être volé soi-même. 

Les journalistes en sont à penser qu’on se fait connaître comme . 
savant en assistant aux congrès, qu’un service de propagande 
bien agencé suffit à mettre la science d’un pays en vedette. À la 
vérité, dans le même numéro du même journal, j'apprends qu'E- 
dison estun grand physicien pour avoir découvert le phonographe. 
Certes je ne nie pas l’ingéniosité de cet appareil; mais on voudra 
bien me croire si j'énonce cette évidence qu'il n’a pas amené dans 
la science acoustique le moindre progrès, que son utilisation 
inconsidérée a retardé plutôt qu'avancé la phonétique qui paraît 
de son ressort. 

_ Qu'un son ébranle une membrane, on le savait avant Edison; sa 
découverte est dans la réversibilité de l’appareil, réversibilité 
à ce point incomplète et défectueuse qu’il serait fou de compter 
dessus pour un travail scientifique digne de ce nom; à preuve 
qu'après avoir utilisé le phonographe à tort et à travers, 1l est 
complètement abandonné en phonétique. 

Edison peut être un grand physicien, mais certainement pas 
pour son phonographe. Vous direz que je chipote sur une défi- 
nition de mots; n'oubliez pas que le but de cet essai est de mon- 
trer à quel pointdiffèrent les idées qu'ont du savant ses confrères 
et l'homme dans la rue. 

Puisque le mot propagande est venu sous ma plume, sur qui 
comptez-vous agir? Sur les cowboys que vous n’atteignez pas et 
dont l'opinion n’a pas d'importance, ou sur les hommes qui 
savent à quoi s’en tenir, qui admirent à bon escient, mais qui 
seraient tentés d’être injustes, agacés par voire intention non 
dissimulée de peser sur leurs jugements? : 

Vous croyez d’une bonne propagande de célébrer des centenai- 
res : pensez-vous que l’étranger admire Pasteur à cause d’un tim- 
bre-poste, ou Berthelot pour le battage qu: vous faites autour de 
son nom? Persuaderez-vous les savants que Berthelot ait énoncé 
autre chose que des sottises (à moins qu’il ne pillât Thomsen) 
chaque fois qu’il parlait de physique? Me prenez-vous pour un 
mauvais Français quand j'énonce une vérité de la Palisse connue 
de tous les gens du métier? 

| Vos déboires, mes bons amis, tiennent à ce que vous ignorez 
ce qu'est un savant, sa psychologie, le travail de laboratoire, ce 
qui classe les travaux scientifiques et l'impossibilité de changer 
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par des discours des convictions qui reposent sur la lecture des. 
mémoires. Vous traitez le savant comme un électeur qu’on 
empaume avec des boniments. 

Vous envoyez des fumistes aux Etats-Unis, au Canada, ; on 
les reçoit cordialement; par politesse on les comble d’ éloges et 
d'attentions... tout en les prenant pour ce qu’ils sont. 

Par hasard quelque savant digne de ce nom se déplace; c’est 
inutile comme propagande : ses travaux étaient connus. 

Des étrangers m'écrivent que pour lire mes livres ilsontappris 
le français : n'est-ce pas la meilleure des propagandes? 


Le principal objet des œuvres littéraires est l'amour. 

L'inévitable déformation du savant semble entraîner des modi- 
fications connexes dns sa vie passionnelle; un homme qui par 
métier observe du matin au soir, pour peu qu'il ne soit pas devenu 
crétin spécialisé, doit aimer autrement qu’un picador ou qu’un 
terrassier. Chez lui l’analyse peut amener un dédoublement entre 
le patient et l'observateur. 
_ I semble pourtant que l'amour, du reste exceptionnel chez le 
savant, le rende stupide : il devient le jouet de la première per- 
ruche qui prend la peine de Le séduire. Et ce n’est pas un mince 


sujet d’étonnement que sa perspicacité dans son métier et son 


aveuglement pour l'objet de sa passion. Il est désarmé devant la 
femme qu'il aime, fait un choix ridicule, est malheureux comme 
les pierres et devient quasi fou de. chagrin quand on le trompe, 
ce qui est inévitable. | 

D’Alembert cessa de s'occuper des mathématiques quand sa 
Julie, qui le trompa furieusement, mourut de ne pouvoir le trom- 
per davantage. 

Sauf un plaisant effet de contraste entre la perspicacité spéciale 
du savant dans son métier et son aveuglement dans les questions 
morales, je ne vois pas ce qu’un littérateur peut tirer du savant 


amoureux. Peut-être l’amour d’un Descartes présentait des par- 


ticularités intéressantes ; je ne crois pas que celui de l’homme 

qui collectionne des araignées ou des intégrales, diffère beaucoup 

de celui d'un garçon droguiste, sinon par un excès de sottise. 
En tout cas je doute que le savant fasse la pige au muletier. 


ee À 


Une erreur commune au théâtre, au cinéma, aux romans, est 
de croire que Le savant s’enrichit. ; 

Pour s’enrichir on doit exploiter une découverte, € ’est-à-dire 
quitter le rôle du savant, au CLEO les découvertes qui enrichis- 
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sent sont des applications dont, en raison de sa tournure d’esprit, 
le savant est incapable. 

Il faut causer avec un ingénieur d’une maison de brevets pour 
avoir l’idée de ce qu’on brevète et de ce qui gagne de l'argent. 

Il est d’abord évident que l’astronomie et les mathématiques 
ne peuvent enrichir. On prête à Sturm la prétention de breveter 
son théorème et d’en interdire la démonstration à toute alsèbre 
qui ne payerait pas un tant pour cent sur le prix de vente; pas 
plus que lui je ne vois en vertu de quel principe il lui était inter- 
dit de profiter de son travail. On donne un droit pour la repré- 
sentation d’un opéra ou l'audition d’une symphonie; pourquoi ne 
payerait-on pas pour la reproduction d’un théorème ? 

Cependant c’est avec raison que les lois refusent de breveter 
les idées scientifiques; on ne garantit que les applications. L’in- 
térêt général s'oppose aux prétentions des Sturm parce qu’il 
deviendrait impossible décrire un exposé de l’état actuel de la 
science. Les savants eux-mêmes y perdraient, puisqu'on en serait 
quitte pour négliger leurs travaux. 

Certes rien n’interdit âu physicien d'appliquer son idée et d’en 
tirer monnaie. Malheureusement si sa découverte n’est pas 
immédiatement applicable, s’il ne trouve pas un collaborateur 
capable de la mettre au point et de s'occuper du placement indus- 
triel, mieux vaudra pour lui ne pas chercher un bénéfice illusoire 
et continuer ses travaux. À 

Pour gagner de l’argent il faut s’attacher à un problème très 
particulier, connaître exactement le bénéfice que l’industrie peut 

tirer de sa solution et ne pas dévier de sa route par l'intérêt pro- 

prement scientifique des questions connexes. Giffard a réalisé, 
dit-on, une grosse fortune avec son injecteur, Bessemer avec 
son procédé de fabrication de l’acier,.… ; en général le nom de 
ceux qui ont gagné beaucoup d'argent, est accolé au perfection- 
ment d’un unique procédé de fabrication. | 

Loin de moi de rabaisser l'inventeur du téléphone; mais per- 
sonne ne le classera parmi les savants de marque, à moins de 
Changer le sens usuel du mot. Non parce que le savant est néces- 
sairement un érudit, un homme ayant passé des examens diffi- 
ciles et capable de pérorer de omni re scibili, mais parce qu’il 
apporte sa pierre à l'édifice de la science. Le téléphone est un 

outil précieux entre les mains des physiciens; mais son invention 
ne fait intervenir rien que d’antérieurement connu. L 
Gramme, dont l’anneau a créé l’industrie électrique, est un 
ingénieur de génie; Faraday est un savant de premier ordre. 
Navier, qui fut un bon savant, était un piteux ingénieur dont les 
ponts'affectionnaient de se:baïgner:dlans les rivières. } 
L'argent vient à qui satisfait un ‘intérêt immédiat. Pasteur 
n’était pas riche; Lister qui, appliquant les idées de Pasteur, 
réussit ses opérations ‘chirurgicales, dut gagner: beaucoup d’ar- 
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gent. Gramme mourut pauvre; mais son anneau ne correspon- 
dait pas à un intérêt immédiat ; Gramme était venu vingt ans trop 
tôt pour profiter de sa découverte. L'homme ne paye que ce dont 
il jouit ; les précurseurs ne l'intéressent pas. 

Que tout cela ne soit pas juste, il est loisible de le soutenir. 
Mais si nous entrons dans cette voie, où se trouve la justice ? 
Est-il juste qu’un homme ait du génie et qu'un autre apprenne 
péniblement à lire ? Ce don gracieux que la nature fit à Ampère, 


. n'est-il pas une injustice pour la masse de ses contemporains qui 


n'ont pas inventé les feuillets ? 

Rien n'est sot comme de s'indigner des gros profits d’un 
boxeur, d’un chanteur où d’un comédien : ils amusent le public, 
le public les paye ; n'est-ce pas juste ? | 

Le bon sens exige cependant qu’on rétribue la science assez 
pour qu’elle ne soit pas désertée, cela dans l’intérét général. 

Pour en revenir au sujet de cette préface, il est à ce point rare 
qu'un savant fasse fortune, que le théâtre, le cinéma, le roman 
ont tort d’accoler à l intelligence du savant des ques de réus- 
site financière quasiment inconciliables. 


_ Il semble que, le savant devenant légion, des idées plus exactes 
sur sa nature et ses travaux commencent à circuler. Je fus agréa- 
blement surpris de trouver ce qui suit dans un roman publié par 
le Temps, à propros d’un savant qui prépare une découverte 
capable d’anéantir le monde; je reviendrai sur ce thème Nu a 
beaucoup servi. 


« Il fut remarqué par un professeur de dont il devint l'élève. I1 


travailla dans son laboratoire et se fit rapidement connaître par d'impor- 


tantes recherches. Il avait un don merveilleux pour inteérposer sans hésiter 
les données éparses d’une.question et juger dans quel sens devaient être 
conduites les expériences. La plupart des découvertes, dans les sciences 
expérimentales, sont le fruit d’un hasard. Mais il existe de rares esprits qui. 
savent mener jusqu'à de lointaines conséquences les conclusions fournies 
par ce hasard; il était de ceux-là. 

» En même temps un tour d’esprit particulier se développait en lui. Je l’ai 


observé chez beaucoup d'hommes de science. C'est le besoin de recherche, 


de découvrir du nouveau, avec l'impossibilité d’être jamaïs rassasié par la 
découverte même. Une question vidée, il en abordaïit une autre, vivant dans 
un état incessant d'attente et de curiosité. Etat qui finit par devenir une 


déformation, une manie, et interdit à celui qu’il possède de prendre un inté- 


rêt quelconque à quoi que ce soit en dehors de la recherche poursuivie. 
- » Maintenant il vivait beaucoup dans son laboratoire, insoucieux du monde 
et de ses contingences, indifférent aux souffrances humaines, aux problèmes 
moraux, aux buts de l’humanité. Balzac a très bien exposé cette mentalité 
spéciale en traçant le personnage de Claes dans la Recherche de l'absolu. 
» Préoccupé des destinées qui attendent es peuples, des améliorations 
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désirables pour tirer de notre dure civilisation matérielle les moyens d'ap- 
porter plus de bonheur aux hommes, je vis avec peine l’hypertrophie d'une 
faculté aux dépens de toutes les autres. J'essayai de l’entraîner hors de son 
étroit chemin et de l'intéresser à un horizon plus vaste. Je n’y parvins pas. 

» En même temps se développait en lui l’orgueil du savant, heureux de 
découvrir ce que d’autres n’ont su voir, avec le besoin d’admiration, d’encens, . 
de louange, faiblesse incroyablement fréquente dans le monde savant, un 
des milieux où la vanité déploie avec le plus de naïveté ses appétits insatia- 
bles. Comme moi, vous avez entendu des savants se plaindre aigrement à 
propos d’un ruban qui ne leur parvenait pas assez vite. Vous avez assisté à 
la naissance de haines inexpiables par suite de concurrence sur un même 
sujet d'étude. J'avais peur de cela pour lui, car c’est laid, petit; je le voyais 
avec chagrin acquérir un tour d’esprit que je réprouve. » 


Grâce au ciel, nous en avons fini avec le savant petite sœur 
des pauvres, préoccupé du bonheur des hommes, ne travaillant 
que pour cela. | ne 

Reste la thèse : si le savant découvre un moyen d’anéantir le 
monde, il faut le supprimer lui et son invention. 

Soit; mais avec ce complément qu'avant la réussite il y a cent 
mille chances contre une pour que le savant se soit supprimé lui- 
même. Le premier essai d’un explosif wrésistible est de faire 
sauter le laboratoire, y compris le savant. 

Et devant nous se pose la question des martyrs de la Science, 
un des plus irritants dadas de la presse quotidienne. Be 

Martyr signifie confesseur ; pour confesser une doctrine il faut 
la connaître. Mourir par ignorance de la doctrine me paraît une 
singulière facon de la confesser. Or les martyrs de la science (au 
sens des journalistes) sont précisément ceux qui succombent 
victimes de leur ignorance : ils jouent avec le feu et se brülent. 

L’héroïsme est conscient. Il n’est pas héroïque de tomber dans 
une embuscade; cette disgrâce porte un autre nom. Ignorant les 
propriétés des rayons X, un monsieur perd la main, puis le bras, 
puis la vie : il est bon de le plaindre, il est sot de l’admirer. 

Si, traversant une forêt, vous goûtez tous les champignons, êtes- 
vous imbécile ou martyr de la science ? À ce compte les martyrs 
foisonnent. Supposez que l'absorption d’une fausse oronge vous 
mette un pied dans la tombe, mais vous guérisse d’un rhume de 
cerveau : voilà trouvé le remède du coryza. Vous passez bienfai- 
teur de l’humanité, on vous élève des statues; cependant vous. 
restez un imbécile, avec ce complément que vous êtes né coiffé. 
Au reste, si vous en claquez de male langueur, les statues ne vous 
ressusciteront pas. 


Pourquoi cette préface ? demande le lecteur. 
Tous mes essais tendent au même but : une pédagogie intel- 
ligente. Or cette pédagogie repose sur le postulat que la science 
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a pour rôle d'expliquer les faits usuels, que par suite il n'existe 
pas de cloison étanche entre la science et l’observation journa- 
lière. Nos élèves vont au cinéma, lisent des romans : tout ce qui 
les induit à considérer la science comme une occupation mysti- 
que, déforme leur cerveau. Cette déformation n’est que trop fré- 
 quente; je vais en donner un exemple. 
En juillet 1928, interrogeant pour le bachot de mathématiques 
_ élémentaires, je dus poser des questions sur l'histoire naturelle 
| -et l'hygiène: Sur l'oreille voici ce que j'appris : « Le canal auditif 
externe sécrète une cire jaune qui rend sourd, à moins qu’on ne 
__ se lave à l’eau chaude. ds 
: __ Monsieur, dis-je au candidat, combien connaissez-vous de 
sourds ? | | ds. 
— Pas un, Monsieur. 
— Tous les gens de votre connaissance se lavent-ils les oreilles 
à l’eau chaude? | 
: — J'en doute, Monsieur. : : 
— Alors veuillez m'expliquer ce que votre phrase signifie... » 
Voilà donc un garcon de dix-huit à vingt ans qui récite une 
phrase sur la cire de l'oreille, sans se demander quel rapport 
existe entre la proposition énoncée et ses observations jourña- 
lières! L'hygiène pour lui est, non la codification de préceptes de 
- sens commun, mais un fatras qu’on apprend pour le bachot. 
Ceci posé, entrons dans la salle des fêtes de la Sorbonne écou- 
 tér M. Herriot palabrer sur les mathématiques qu'il ignore, sur 
* Laplace qu’il n’a pas lu; nous sortirons persuadés que les mathé- 
 matiques sont une gnostique accessible aux seuls illuminés 
cette opinion aurait stupéfait Descartes et Newton. Mais à sup- 
poser que l'auditoire la prenne pour valable, voyez quelle défor- 
mation peut en résulter! Comment ensuite convaincre ces enfants 
qu’au moins dans leur partie applicable, les mathématiques n'ont 
rien de mystérieux, qu’elles sont un outil indispensable qu'on se 
-_ procure sans grand'peine. + : à 
2 
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__ La vie d’un savant ne diffère pas sensiblement de celle d’un 

_ épicier; ils font un métier qui demande du soin, de la persévé- 
rance, du calme et de la régularité. Conséquence prouvée par 
jes statistiques : Les savants vivent longtemps. 

J'ai sous les yeux le résultat calculé pour 1741 astronomes 
leur vie moyenne fut de soixante-quatre ans trois mois. Pour 
apprécier la valeur de ce nombre, dit l'auteur dont je ire le ren- 
seignement (Lancaster), il faut le comparer à celui qui représente 

. la durée probable de la vie à l’âge où l’astronome commence sa 
carrière. En fixant cet âge à dix-huit ans, lés tables de mortalité 
Jui donnent la chance de vivre jusqu’à soixante et un ans : d'où 
le gain de trois ans trois mois. j | 
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Les deux tableaux suivants montrent à quel point l’astronomie 
conserve. Ils portent sur 1000 individus, et indiquent le nombre 
de ceux qui ont vécu de dix-huit à soixante-dix ans, de soixante- 
dix à soixante-dix-neuf, de quatre-vingts à quatre-vingt-neuf,… 


Astronomes | 
18—70 70—79  80—89 90—99 . 100 et au delà. 
596 260 126 15 3 


Vulgum pecus 
18—70 70—79  80—89 90—99 100 et au delà. 
944 CRE 13 1 0 


Le professeur Riccardi a dressé le tableau de la vie moyenne 
pour les mathématiciens italiens. Il les classe en illustrissimes 
(Archimède, Galilée, Lagrange), illustres (47), de second ordre 
(50), de troisième (380). La durée moyenne de leur vie fut : 


76 a. 3 m. 69 a. 5 m. 66 a. 4 m. 65 a. 10 m. 


Si la notoriété est en rapport avec l’assiduité au travail, le 
savant vit d'autant plus longtemps qu’il est plus laborieux; la - 
morale a lieu de se réjouir. 

Les statistiques prouvent donc que le travail scientifique, pour 
ardu qu’il soit, n’est pas aussi exténuant que certains l’imagi- 
nent. L'esprit se fatigue moins à penser toujours à la même 
chose; le savant vit plus vieux que le littérateur, bien que celui- 
ci ait un travail en apparence moins pénible. : 

Quételet compare les hommes les plus fameux des temps pas- 
sés et modernes: Voici le résultat de son travail. ; 


arustes (14) littérateurs (24) savants ou philosophes (22) 
59 a. 4 m. 65 a. 6 m. 73 a. 11 m. 


De ces statistiques amusantes il ne faut pas exagérer la valeur. 
En particulier du fait que les membres des académies sont vieux, 
il ne faut pas conclure que les académies conservent. On n’y: 
entre généralement qu'entre quarante et soixante ans: la com- 
paraison doit par conséquent s'établir entre les gens ayant en 
moyenne cinquante ans qui sont ou ne sont pas académiciens. Or 
les gens de cinquante ans ont plus de chances d’en atteindre 
soixante-dix que ceux de trente. La vieillesse des académiciens 
tient donc au mode de recrutement; si l’on n’y entrait qu’à 
soixante-dix ans, tous ces messieurs auraient plus de soixante- 
dix ans. 

Les mauvais plaisants diront que les académiciens sont vieux 
parce qu'on les recrute à l'ancienneté. Laissons ces plaisantins 
ricaner à leur aise. Concluons que si le savant ne meurt pas à la - 
fleur de l’âge, son travail n’a rien de particulièrement pénible. 
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À la vérité les statistiques ne disent pas à partir de quel âge 
les savants cessent de penser... 


LS 
** 


Je décris ci-dessus la vie du savant sans épithète. 

Voici la journée du savant parisien quand il est de la Man- 
geoire. 

Il se réveille la tête lourde, puis déjeune en compulsant son 
agenda de peur de rien oublier. Un métro le conduit à l’Institut 
des recherches et inventions où, ldouillettement installé dans un 


fauteuil, il lit son journal où fait sa correspondance en attendant 


la clientèle qui ne vient pas. Quand par hasard un malheureux 
se présente, il a découvert la quadrature du cercle, l’inutilité du 
postulatum d’Euclide, la rationalité du nombre +, la démonstra- 
tion du théorème de Fermat, le mouvement perpétuel, un nouveau 
fil à couper le beurre, voire une machine à nettoyer les soupières 
ou les cure-dents. 

_ Les deux heures écoulées, vite un métro conduit notre pontife 
au Ministère assister à une commission sur le lavage obligatoire 


des pieds à l'inscription des étudiants de première année, ou sur 


une nouvelle réglementation des trompes d'automobile. Il entend 
le ministre discourir sur la Science française, avec un couplet sur 
le locarnisme intellectuel et l’école unique, ce qui éclairceit la 
question complexe du bain de pieds annuel obligatoire et des 
trompes d’automobile. | 

Notre savant rentre déjeuner. Ses enfants sont épouvantés de 
l’incohérence de ses discours; il mélange le lavage des assiettes, 


le fil à couper le beurre, les trompes d'automobile, Locarno, PE- 


cole unique, la Science française, et le crime de la rue Quincam- 
poix dont parle son journal. - | 

Une tasse de café noir le remet d’aplomb. Sitôt absorbée, un 
métro l’amène à l’Institut de coopération intellectuelle. Nouvelle 
angoisse : ne pas confondre le délégué tchèque avec le délégué 
hongrois ou autrichien, le délégué italien avec le délégué you- 
goslave; pour internationaux que sont ces messieurs, chacun 
conserve son petit amour-propre : il ne faut blesser personne. 
Notre savant serre des. mains, cherche des compliments, trouve 
des sourires. Il en est quitte pour placer dans toutes ses phrases : 
« Votre grand pays, votre illustre patrie,...» en se gardant de 
spécifier. Il discute pour la forme un projet de bibliographie 

énérale et les procédés pour s’y reconnaître; grâce à lui on 
® réduit à 17 le nombre des indices. 

Quand il a gagné son cachet, un métro lé dépose à l/nstitut. 
La séance est d'importance : il s’agit d’une élection disputée, de 
nommer un imbécile qui appartient à la Mangeoire. Grâce à Dieu 


on y parviendra: le ministre a promis quelques cravates qui 
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réduiront les récalcitrants. Au surplus, qu'importe! la Science 


française ne s’en portera pas plus mal; dans les cas désespérés 


on laisse au malade le droit de se conduire à sa guise. 

La séance se prolonge. Quand notre pontife se retrouve sur le 
pont des Arts, le soleil est couché. ‘ 

Il regagne ses pénates, tombe abruti sur un fauteuil, s’endort. 
On le réveille pour diner : la famille s'inquiète de son air hagard; 
il confond le crime de la rue Quincampoix et l'élection acadé- 
mique, le Tchèque, le Hongrois etle Yougoslave, les soviets et la 
Sorbonne, rêve de devenir administrateur délégué d’une société 
pour la construction en série des machines à nettoyer les cure- 
denis, Une tasse de camomille le calme un peu. 

Enfin, après une journée bien remplie, la conscience tranquille 
sur le gain légitime de ses cachets, le savant prend le parti de 
se coucher. : J 

Le lendemain ça recommence. ee 

Cependant les araignées filent en paix dans son laboratoire! 
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CRISTALL OGR APHIE 
= GÉOMÉTRIQUE 


GROUPES DE DÉPLACEMENTS 


INTRODUCTION. 


Comme l'indique son titre, ce cours développe. la Géométrie 
des figures symétriques fnies (groupes finis; tous les éléments 
de symétrie passent par un point) ou infinies périodiques (groupes 
infinis; lès éléments de symétrie en nombre infiñi se reprodui- 
sent périodiquement). Les exemples empruntés à la Minéralogie 
ne sont que pour fixer les idées; nous ne ferons que développer 
des postulats géométriques très simples qui s'appliquent à la 
Minéralogie, mais ne supposent en aucune manière son exis- 
tence. ë 
_ La Minéralogie a posé des problèmes de pure géométrie que 
nous devons étudier indépendamment d'elle, nous bornant à indi- 
quer pour quelles raisons physiques nous sommes conduits à 
limiter notre étude:aux axes d'ordres 1, 2, 3, 4, 6 (notion de 
réseau ou de constitution périodique). Une jolie construction 
logique est pour les français un régal arListique ; il est bien natu- 


réel que, français, je partage leurs goûts et m’efforce de les satis- 
faire. En particulier pour ne pas laisser l'édifice inachevé, je 


classe l’ensemble des polyèdres dont, et pour cause, les Minéra- 
logies ne s'occupent pas. 

Les minéralogistes font ce qui leur plat et je n'ai pas à crili- 
quer leurs méthodes d'exposition. En retour ils admettront qu’un 
physicien ne voie pas les choses sous le même angle et n’ad- 
mette pas la même hiérarchie d'importance”. 


(4 


1. C’est un cliché que je critique toujours ; on sous-entend aimablement à tort el à tra- 


. vers. Voici lu définition du plan de symétrie que je trouve dans un Cours de Cristallogra- 


phie récent : « Un plan de symétrie est une direction dé plan telle que toutes les pro- 
priétés du Cristal soient symétriques par rapport à un plan parallèle à cette direction.» 
Il existe donc une définition minéralogique du plan de symétrie, distincte de la définition 


_ géométrique traditionnelle, Avec de telles définitions je laisse à penser ce que devient la 


Cristallographie géométrique, et comment le lecteur se débrouille ensuite dans la théorie 


des groupes infinis. 
À propos de groupes, quand Dai la première édition de mon Cours de Physique (en 
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1. Opérations de première et de seconde espèces. 

Parmi toutes les transformations qu’une. figure peut éprouver 
(similitude, inversion par vecteurs réciproques,...), nous n ‘en 
retiendrons que deux : 

le déplacement (translation, rotation) sans déformation, ‘opé- 
ration de première espèce ; 

la symétrie par rapport à un plan ou à un point, accompagnée 
ou non d’un déplacement de première espèce : toute opéralion 
qui contient l'une des deux opérations précédentes, réflexion, 
inversion, est de seconde espèce. : 

Deux figures superposables par une opération de première 
espèce sont congruentes; elles sont donc identiques, mais diffé- 
remment placées ou orientées. 

Deux figures superposables par une opération de seconde 
espèce sont énantiomorphes; à la position et à l'orientation près, 
elles sont superposables après réflexion dans un miroir. 

Évidemment nous limitons infiniment le problème de la trans- 
formation de deux figures point par point l’une dans l'autre: 
maisles cas précités sont seuls utiles pour le but proposé. , * 

Dans le chapitre I nous étudions les opérations élémentaires 


et leurs combinaisons. 


2. Opérateurs et éléments de symétrie. 

1 ‘ration est définie par son opérateur. 

L'opérateur d'une translation est le vecteur parallèlement au- 
quel s'effectue la translation : nous le donnons en grandeur et 
direction. 

L'opérateur d’une rotation est l'axe autour duquel s'effectue la 
rotation : nous le donnons en position et fixons l’angle et le sens 
de la rotation. 

L'opérateur d'une opération de seconde espèce est le miroir ou 
le centre de symétrie par rapport auxquels on prend le symé- 
trique. 

Et ainsi de suite. 

Ces opérateurs peuvent ètre considérés de deux points de vue. 

a) Donnons les translations, les miroirs, les centres de symé- 
trie; donnons les axes de rotation ex spécifiant que lang le.est 
une fr action rationnelle de la cürconfér ‘ence. 

Posons qu'on peut répéter les opérations autant de fois qu’on 
le veut dans un sens ou dans l’autre (notion de groupe). 

Multiplions Ja figure initiale par tous-ces opérateurs : nous-obte- 
nons une figure qui occupe, suivant'les cas, une portion fimie de 
l'espace ou l’espace entier (groupes finis ou infinis). 


6 volumes), une revue (naturellement dirigée par des professeurs de la: Sorbonne) me 
reprocha de ne pas mettre en petits caractères et en appendice le résumé que je donnais 
de la théorie des groupes infinis : ils ne valaient pas davantage. Cela se-passait en 1909 : 
ces messieurs-orit du flair ! 
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b) Conservons les mêmes opérateurs, mais prenons pour figure 
initiale celle même que nous venons d'obtenir. 

Multiplions-la par l’un quelconque des opérateurs : nous n’ob- 
tenons jamais qu’elle-même; chaque opération la restitue. 

Nous exprimons ce fait en disant que da figure admet les opé- 
_ räleurs pour éléments de symétrie. 

Entre les opérateurs et les éléments de symétrie n'existe d'autre 
différence que la nature de la figure à laquelle on applique les 
Opérations. Quand la construction définitive n’existe pas, on a des 
opérateurs; quand elle existe, on a des éléments de symétrie. 


ASE ETS 


Gui 
PS 
Fuel 
l 
| 
l 
N— 
| 
sg 
| 
l 
| 
l 


2. — Pour éclaircir ces notions, soit un prisme droit à base 
carrée: | k : : 

-Il admet évidemment : 

un centre C, 

un axe quaternaire À, et le plan de symétrie [I normal passant 
par le centre; 

quatre axes binaires L, L/, /, !’, et les quatre plans de symétrie 
P, P’, p, p', respectivement normaux aux axes binaires et passant 
par le centre. 

Pour les éléments de symétrie nous avons donc le symbole : 


ALL —C—TIPP'pp". 


Si le prisme droit à base carrée est construit, nous aurons beau 
chercher à multiplier les faces en utilisant comme opérateurs les 
éléments de symétrie à partir d’une face quelconque, nous n’ob- 
tiendrons que la figure primitive. : 

Mais supposons donnés les éléments de symétrie et la face 
ABFE, L’axe quaternaire utilisé comme opérateur donne 3 autres 


k CRISTALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE. 


faces formant les limites latérales du prisme droit. En elfet il à 
pour définition qu’on obtient une nouvelle-face à partir de la pre: 
mière par rotation de 2r:4==7:2, dans un sens ou dans l’autre 

À partir des 4 faces ainsi obtenues, les autres éléments dé 
symétrie ne donneront rien de nouveau. En particulier nous n’ob- 
tiendrons pas les bases à partir d’une face latérale,- pas davan- 
tage une face latérale à partir d'une base ABCD. Le centre, ou le 
plan II, ou l’un quelconque des axes binaires appliqués comme opé- 
rateur à la base ABCD donnent seulement l’autre base GHEF: 

%. __ Pour obtenir la forme la plus générale, il faut partir d’un 
plan quelconque. Il est facile de voir que, dans le cas choisi, c'est 
une double pyramide à 8 faces dioctaèdre; soit 16 faces en tout 
qui se raccordent suivant un octogone situé dans le plan IT. 

A partir de la face 1 l’axe quaternaire donne les faces 3, 5, 7; 
utilisant l'un quelconque des plans de symétrie, P P° pp, on 
obtient les quatres autres faces du même côté du plan Il; le 
centre, ou le plan II, ou l’un quelconque des axes binaires don- 
nent la seconde pyramide. ee 

D'où la proposition fondamentale : les éléments de symétrie ne 
son pas indépendants : nous pouvons obtenir la forme la plus 
générale sans les utiliser tous (voir $ 29). s 


8, Figures finies : vingt-quatre groupes de polyèdres. 
Cherchons à grouper les opérateurs de manière à oblenir un - 
polyèdre à partir d’un plan; autrement dit, cherchons les élé- 
ments de symétrie possibles d’un polyèdre. : | 


Bravais traite ce problème dans son mémoire Sur les Polyèdres 
de forme symétrique; nous le résumons dans le chapitre T1. 

Une remarque s'impose. Nous choisissons certaines opérations, 
gi l’on veut, certains éléments de symétrie : nous obtenons un 
certain nombre de groupes de polyèdres. ne 5 

Par exemple si nous nous limitons à des miroirs, un centre de 
symétrie et des axes, nous trouvons les 23 groupes de Bravais. 

En interdisant d'utiliser le centre, nous ne trouvons que 
15 groupes; en négligeant les miroirs, ne restent que 10 groupes, 
et ainsi de suite. 

IL n’est done pas étonnant qu'on trouve plus de 23 groupes en 
introduisant des opérateurs autres que les miroirs, le centre et 
les axes de répétition ordinaires. ee 

Par exemple on à fait grand bruit autour d’un 24° groupe 
obtenu en utilisant les axes de seconde espèce ou, ce qui revient 
au même, les plans de symétrie alternes dont nous trouverons 
plus loin la définition. Ge groupe, qui ne se rencontre pas dans la: 
symétrie des phénomènes natu rels, a son intérêt théorique. 

Bravais le conserve dans son tableau d'ensemble, bien qu'ilne 
‘résulte pas des éléments de symétrie sur lesquels repose sa clas- : 
Mifications. 2 1553725400 DANS ut De EU 
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4. Réseaux : sept systèmes, quatorze modes. 

La symétrie des figures finies est ainsi complètement étudiée. ; 
les polyèdres se classent en vingt-quatre groupes. Du reste toutes 
les propriétés vectorielles peuvent se représenter par des polyè- 
dres dont on prend assez grand le nombre des faces : à la limite 
une surface quelconque finie est un polyèdre. Ve su 

Mais les milieux éristallins sont. indéfinis et périodiques; leur 
limitation par des faces planes n’est qu'une conséquence de.la 
structure interne, conséquence à la vérité des plus apparentes 
et. des plus faciles à étudier : nous sommes conduits à étudier la 


_ symétrie des milieux indéfinis périodiques considérés comme des, 


assemblages de points géométriques (réseaux). Nous Îles obte- 


_ 


considérons les sommets. Les réseaux possèdent des éléments de 
symétrie en nombre infini et se classent en systèmes et en modes. 
Les systèmes sont caractérisés par l’ensemble des éléments de 
symétrie. Dans certains systèmes les points peuvent avoir plu- 
‘sieurs dispositions qui constituent Les modes. 
_ Hy a sept systèmes et quatorze modes. he 
L'étude des réseaux (groupes de translations) remplit le cha- 
pitre IT. 


5. Théorie cristallographique de Delafosse et Bravais. 
1°. — A l’aide de ce qui précède nous pouvons constituer la 
_ Cristallographie de Delafosse et Bravais. Case 
_ Résumons l'historique de la question. 

Les parallélépipèdes constituant les réseaux ne sont que les 
molécules soustractives de l'abbé Haüy qui partage avec Romé de 
l'Isle la gloire d'avoir fondé la Cristallographie. 

. Mais tandis que nous ne voyons dans les réseaux qu’une carcasse 
géométrique où loger la matière, Haüy considérait leur maille 


 , que à la molécule chimique, du moins comme un multiple simple 
» de cette molécule qu’il appelait »olécule intégrante. 
L'élément premier avec lequel il construisait l'édifice cristal- 


lin, avait pour lui la symétrie même de la maille. D’où cette con- 


_ symétrie (nos sept systèmes cristallins). 


tries très différentes qui forment, si l’on veut, des transitions 

_ entre les symétries des réseaux (sous-groupes). Nous disons 
aujourd’hui que les symétries des réseaux sont holoèdres, mais 

‘4 qu'il existe dés symétries hémièdres, tetartoèdres : le nombre des 

__ faces du solide le plus général hémièdre, tétartoèdre, est la moi- 

tié, le quart du nombre des faces du solide holoëèdre. 

.  Haüy se tirait d'affaire par des considérations qu’il ne vaut plus 

la peine de discuter. ne 

à | 


nons par un empilement régulier de parallélépipèdes dont nous 


_ parallélépipédique (molécule soustractive), sinon comme identi- 


séquence qu'il n'existait que sepl groupements d'éléments de 


Il n’ignorait cependant pas que certains cristaux ont des symé- 
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2. — En 1843 Delafosse montra que la théorie d’'Haüy est sus- 
ceptible d’une généralisation immédiate. 

Haüy avait admis que la matière ne remplit pas la maille; elle 
doit même laisser un vide incomparablement plus grand que l’es- 
pace qu’elle occupe. Conclusion : l’édifice cristallin est constitué 
par des polyèdres matériels, très petits relativement à la maille, 
occupant les nœuds d’un réseau. 

Comme au surplus le réseau n’est pas défini en position, il 
revient au même de dire que l'édifice cristallin est constitué par 
des polyèdres matériels relativement très petits, parallèles entre 
eux et placés en des points homologues des mailles du réseau. 

Delafosse fit le pas suivant. Rien ne force à supposer dans le 
polyèdre la symétrie du réseau; la symétrie du polyèdre peut être 
moindre que celle du réseau. Conséquence : pour la disposition 
des faces, le cristal doit présenter la symétrie du réseau ; le nombre 
des faces du cristal doit déceler la symétrie du polyèdre. | 

IH va de soi que les élénrents de symétrie communs. aux po- 
lyèdres et au réseau coïncident. 

: Conformément à ce que voulait Haüy, il n’existe que sept sys- 
tèmes; mais, tout en restant dans l’un de ces systèmes, le cristal 
. peut présenter une symétrie moindre (hémiédrie, tétartoédrie). 

Ces idées furent précisées par Bravais qui étudia in abstracto 
d’une part la symétrie des polyèdres, d’autre part la symétrie des 
réseaux. 

Nous pourrions dès lôrs chercher quelles sont toutes les symé- 
tries compatibles d’une part avec la symétrie du réseau (il nad- 
met que des axes d’ordre 2,3, 4,6), de l’autre avec la symétrie des 
polyèdres, le cristal ne pouvant évidemment pas présenter une 
symétrie supérieure à celle du réseau (c’est une limite), et vrai- 
semblablement pas une symétrie supérieure à celle du polyèdre 
matériel qui se trouve aux nœuds du réseau ou aux points homo- 
lôgues de sa maille. S 

Cela revient à chercher tous les polyèdres, appartenant néces- 
sairement aux 24 groupes, compatibles avec la symétrie des 
7 systèmes; on trouve ainsi 32 classes. ; 

Pour des raisons pédagogiques, nous reportons cette étude au 
chapitre VI. su 

Get historique montre la Minéralogie fournissant l'énoncé du 
problème géométrique qui se développe dès lors indépendam- 
ment de toute application physique. | 

3°. — LA DYSSYMÉTRIE DANS LA CAUSE N'ENTRAINE PAS UNE DYSSy- 
MÉTRIE DANS L'EFFET. » 

L'expérience oblige à admettre que la cristallisation dispose 
souvent les polyèdres matériels suivant les nœuds d’un réseau 
dont la symétrie est supérieure à leur symétrie propre. 

Certes toute dyssymétrie devant avoir une cause dyssymétrique, 
. nous ne pourrions pas comprendre que les polyèdres s’associas- 
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sent parallèlement entre eux suivant un réseau ne possédant pas 
-tous leurs éléments de symétrie, par exemple que des polyèdres 
cubiques s’associassent tous parallèlement entre eux pour former 
un réseau clinorhombique; nous ne comprendrions pas davantage 
que la cristallisation les disposâät dans un ordre quelconque. Mais 
si l'inverse ne présente aucune contradiction logique, il n’en est. 
pas moins remarquable que des polyèdres ne possédant qu'une 
partie de la symétrie du réseau cubique, se disposent aux nœuds 
d’un tel réseau ou en des points homologues de ses mailles. Nous 
sommes bien forcés d'admettre qu'une dyssymétrie dans la cause 
ne produit pas nécessairement une dyssymétrie dans l'effet. 

Pour comprendre la nature de cette proposition, le lecteur se 
rappellera que l’alun cubique est isotrope pour les phénomènes 
optiques ; de même un cristal qui admet un axe principal d'ordre 5,, 
4, 6, possède un ellipsoïde des indices de révolution (axe d'ordre: 
infini). 


ES 


6. Loi des indices rationnels. 

Les chapitres V et VI reprennent de plano la question de la 
symétrie des polyèdres, d’une manière moins générale (nous 
limitons immédiatement l’ordre des axes), mais en déterminant 
complètement les groupes d'éléments de symétrie admissibles. 

Certes la méthode précédente fournit une théorie de la struc- 
ture et une représenta- 
tion. concrète de l'édifice 
cristallin. On peut cepen- 
dant lui reprocher une 
superposition d’hypothè- 
ses qui ne semblent pas 
nécessaires. Il est d’un 
grand intérêt de voir ce 
que fournit la loi expéri- 

mentale la mieux démon- 

trée que nous ayons, sans 
introduire autre chose 
que cette loi même, et 
indépendammentde toute 
représentation concrète 
de l'édifice. 7 

Comme c’est le cas, si 
nous arrivons aux mêmes Fig. 2. 
conclusions que par la | 
première méthode, nous aurons plus de sécurité. 

Nous prendrons pour base de nos raisonnements la loi de 
rationalité des indices; c’est lexpression analytique de la mà- 
nière dont Haüy se représenterait la formation des cristaux. 

Voici son énoncé. 


zb 
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Pour trièdre de référence OABC prenons la figure formée par 
trois faces du polyèdre cristallin ; les axes de coordonnées sont 
les intersections de ces faces (arêtes du polyèdre). 
Menons un plan P parallèle à une quatrième face quelconque : 
il intercepte sur les axes les longueurs à, b, c. 
Toute autre face Q intercepte des longueurs 4, nb, pc. 
La loi des indices rationnels apprend que si l’un des nombres 
.M, R, p, est pris entier ou fractionnaire (rationnel), les deux 
autres sont entiers ou fractionnaires. En particulier si les deux 
faces passent par le même point de l’une des arêtes {»—1 par 
exemple), 2 el p sont rationnels. à 
On démontre que si loi est vraie pour trois arêtes du cristal, : 
elle est vraie pourtrois autres arêtes déterminées par des faces 
qui satisfont à la loi de: rationalité par rapport aux trois pre- 
mières. ae 
_ Pour satisfaire à la loi d'Haüy, les axes ne peuvent être que 
binaires, ternaires, quaternaires ou sénaires. 
L'étude des conséquences de cette loi remplit le chapitre IV. 


7. Groupes finis de déplacements : trente-deux classes. 

Il faut bien finir par classer les éléments de symétrie des cris-: 
taux naturels ou artificiels. 

Nous pouvons procéder de deux manières. 

Le chapitre V les met dans l’ordre logiquement le plus satisfai- 
sant, à ne considérer le problème qu’ir abstracto et indépen- 
damment de la structure. 

Les chapitres VI et VIT développent les principes d'Haüy tels 

. qu'ils sont utilisés par Delalosse, Bravais et Mallard. 

Nous sommes amenés à définir l'holoédrie et la mériédrie. 

Tout naturellement nous aboutissons à 6 systèmes cristallins. 

Coupant l’un en deux par commodité, nous retrouvons les 
7 systèmes définis par les réseaux. 
Le faitque les deux définitions de l’holoédrie et de la mériédrie 

conduisent l’une à 6 systèmes, l’autre à 7, montre la raison du 

désaccord des cristallographes sur le rôle du système rhomboé- 

drique dont les uns font un système distinct, les autres une mé- 

ne du système sénaire. 

ire MIT nous retrouvons par la méthode géomé- 

és les 32 classes divisées en 7 systèmes du 

apprend à se reconnaître dans les formes 


déplacement. 

rie de la structure : petits polyè- 
jsposés parallèlement entre eux 
avant que les images de dif- 
ussent connues, elle à cessé de 
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| l’être comme impliquant des restrictions logiquement inutiles et 
| que l'expérience prouve ne pas être réalisées. 


_ Pour généraliser il a fallu abandonner la notion vulgaire de 
symétrie et considérer les éléments de symétrie comme des 
agants de déplacement. Nous «vons bien encore des axes de symé- 
trie et des miroirs; mais, associés à des translations, ils devien- 


| nent des axeshélicoïdaux et des plans de glissement, Grâce à ces 


agents (en nombre nécessairement infini puisqu'ils contiennent 
des translations), nous construisons un milieu indéfini périodique, 


. symétrique au sens généralisé du mot. De nombreux exemples 


; 


di id Los 


de TR a CT di ge lis à OR Rd) 


fixeront les idées sur la nature de cette symétrie. 

Fort heureusement et depuis longtemps, Sühneke et Schônflies 
avaient étudié la symétrie dans sa définition la plus générale. Ils 
avaient déterminé toutes les associations d’axes ordinaires ou 
hélicoïdaux, de plans de symétrie et de glissement, de centres. 
Ils avaient construit une théorie complète de la structure pério- 
dique dont la théorie des réseaux de Bravais est une partie. 

Une figure initiale dénuée de symétrie (vide physique et matière) 
étant donnée (volume fondamental), quels sont tous les groupes 


d'opérations à lui appliquer pour que la figure indéfinie obtenue. : 
- ne laisse aucun vide géométrique? Re 


Les réseaux reparaæissent ict comme groupes infinis de transla: 
tions. C’est un des avantages de la méthode quenousavons choisie, 
de montrer le double rôle que jouent les réseaux : on peut les 
envisager ou comme une sorte de carcasse idéale, ou comme une 
figuration des translations possibles, définies en grandeur et 
direction, »”ais non en position, 


- Dans la théorie générale les réseaux définissent une 72atlle 
déterminée en volume, indéterminée en forme, qu'on appelle 


volume complexe. La théorie nous apprend à la remplir avec les 


volumes fondamentaux dénués de symétrie. 
Naturellement, suivant les opérations admises, le nombre des 
groupes sera différent : nous pouvons répéter ce que nous disons 
SET AO : 
Pour préciser, n'ulilisant que les opérations de première espèce, 
Sühncke trouve 65 groupes infinis généraux de déplacements; 
 Schônflies, admettant-les opérations de seconde espèce, trouve 
- 230 groupes. ie 
Ainsi la théorie géométrique des symétries est achevée. 


9. Résumé. | 
Cet ensemble de théories ne présente pas l'ombrede difficulté : 
c’est de la géométrie élémentaire. On ne peut être troublé que 
_par le nombre des théorèmes séparément très faciles. 
Il serait sans intérêt d'étudier un à un les 230 groupes de 
Schônflies. Nous en passerons en revue quelques douzaines pour 
accoutumer à celte géométrie. 
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Comme nous n'écrivons pas un traité des groupes de mouvements, 
et que la rigueur des démonstrationsest chose très secondaire pour 
notre but, nous montrerons que les groupes ou les polyèdres 
symétriques existent, sans prouver qu'il n’en existe pas d'autres. 
Nous supprimons d’embléeles trois quarts de notre besogne et la 
partie la plus difficile. | 

Il ne faut pas que les arbres empêchent de voir la forêt. à 

Devant les mêmes problèmes, un minéralogiste, un physicien, 
un géomètre, ont des préoccupations différentes : le minéralo- 
giste voit des cristaux, le géomètre des théorèmes, le physicien 
des phénomènes physiques généraux. 

[l va de soi que j’admire les ouvrages de Schoenflies et de Hil- 
ton, excellents du point de vue géométrique; mon exposé diffère 
totalement des leurs : le point de vue n’est pas le méme. 

Pour que le lecteur se reconnaisse dans les groupes, classes, 
Systèmes, modes, etc., voici la classification d'ensemble. 


CLASSIFICATION DES POLYEDRES 


Sans restriction d'aucune sorte, il existe 24 groupes dont le 
tableau est au $ 40. 

Avec la restriction d’axe d’ordre 2, 3, 4, 6; il existe 32 classes 
dont le tableau est au $ 91. à 

Chaque classe rentre dans un certain groupe ; deux ou plusieurs 
classes peuvent appartenirau même groupe. 


CLASSIFICATION DES RÉSEAUX 


Il existe 14 modes se classant en 7 systèmes d’après les élé- 
ments de symétrie. Ils sont énumérés au $ 57. 


GROUPES INFINIS DE TRANSLATIONS 


[l'existe 14 groupes correspondant aux 14 modes des réseaux. 


GROUPES INFINIS GÉNÉRAUX 


Il'existe 65 groupes quand on se limite aux opérations de pre- - 
mière espècé, 230 groupes quand on admet les opérations de pre- 
mière et de seconde espèces. Le tableau résumé est au $ 144. 


CHAPITRE PREMIER 


DES OPÉRATIONS ET DE LEURS COMBINAISONS 


10. Opérations de première espèce. 

Elles amènent en coïncidence deux figures congruentes (identi 
‘ques à la position près). 

19,:— TRANSLATION. 

Dans la {ranslation tous les points de la figure décrivent des 
segments de droites parallèles, égaux et de même sens. 

La translation est représentée par un vecleur parallèle et égal 
(ou proportionnel) au déplacement d’un point quelconque de la 
figure. Déterminé en grandeur et direction, il ne l'est pas en 
position. L'opération est notée T; sa erdideus est £ our. 

2. — ROTATION. 

Dans la rotation tout point de la figure tourne du même ui 
et dans le même sens autour d’un axe déterminé en position. 
Après le déplacement tout point de la figure est sur un cercle 
dont le plan est normal à l’axe et dont le centre est sur l'axe; le 
point est à une distance angulaire de sa position initiale qui me- 
sure la rotation. 

Répétons la rotation un nombre indéfini de fois. Si l'angle de 
rotation n’est pas de la forme :—2+r(m:n), où met n sont entiers, 
chaque point finit par donner un nombre infini de points infini- 
ment voisins; l’axe est de révolution. : 

Supposons m» et z entiers et premiers entre eux : la n° opéra- 
tion ramène la figure en coïncidence avec la figure initiale. 

Les 7 —1 nouveaux points obtenus à partir d’un point de cette. 
figure, sont aux sommets d'un polygône étoilé de n côtés. 

On cbtient les mêmes points en faisant tourner dans chaque 
opération non de 25 (m:n), mais de 27:n, distance angulaire de 
deux sommets consécutifs du polygone étoilé. 

_ L'angle 2+:n définit l'opération réduite. L’axe correspondant 
(d'ordre n; binaire, ternaire, quaternaire,...) est noté. À, ou L,. 
Quand 7 —2, il y a transposition ; l'axe est noté L. 

Pour simplifier nous supprimons l'indice quand l'axe est binaire. 
Nous désignerons l’opération par A{2) ou A4. 
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'Æ , & ee 
3°. — ROTATION SGIVIE D'UNE TRANSLATION, OU Re INVERSE 


(AXE HÉLICOÏDAL). 


La translation et la rotation se combinent pour former l’opér a- 


lion hélicoidale. 


min=2:5 


C'est une rotation & autour d’un axe (/élicoïdal), suivie ou pré-." 
cédée d’une translation 4 le long de cet axe. 
L'opération est notée A (x, t) on À... 


11. Opérations de seconde espèce. 


1°. — RÉFLEXION (MIROIR). 


De chaque point À de la figure à mulliplier, abaissons la per- 
pendiculaire AO sur le plan P (plan de ue et prolon- 


geons-la d’une Jones égale OA'— 


Fi: 4 


e formée par 
l'ensemble 4. points À’ est l’i- 
mage de la première. Les deux 
figures généralement non super- 


posables sont énantiomorphes. 


L'opération est notée S.. 
.. 29. — INVERSION (CENTRE DE 
SYMÉTRIE). ; 

Joignons chaque point À de la 
figure à multiplier au point C 
(centre de symétrie où d’inver- 
sion); prolongeons AC d’une 
longueur CA"— AC. ; 

La figure formée par les points 


A’ est l’énverse de la première. L'opération est notée [.° 

Deux figures inverses sont énantiomorphes. 

Pour le montrer, par le point CG menons la normale CL au miroir 
P. Le point A'inage de À et le point A" inverse de À, sont trans- 
: posés par rapport à la droite L jouant Le rôle d'axe binaire. 

Ce qui précède est vrai de tous les points des figures Re 


appartiennent les points A, A’, 


AIX 


Or Les figures À’ et A! sont congruentes; les figures À et A 
étant énantiomorphes, les figures À et A! le sont aussi. 


# 


D'où le héorome fondamian tal ii 
L'existence d’un centre de symétrie et d'un miroir passant par 
_le centre, entraine l'existence d'un axe binaire normal au mu'oir 


DES OPÉRATIONS. ET FE LEURS COMBINAISONS 


F et passant par le centre. 

4 Inversement l'existence d'un centre et d'un axe binaire (plus 
Ê généralement d'ordre pair) passant par le centre, entraine l'exis- 
_  tence d'un miroir normal à l'axe et passant par le centre. 

4 3. — RÉFLEXION SUIVIE D'UNE TRANSLATION (PLAN DE GLISSE- 
3 MENT). | 

à Si la translation est parallèle au miroir, il devient plan de glus- 
E -… : | 

d 

‘& 

Se 

er 

». 


PORT 


fr F - 3 


Axe heli coï dal 
dordres 


ACT 


LS 


he. 


= 


(ALL SEE vtr at LL Co Lo CE GE Lo 


tion. 


pe. 


i 
[ 


A? Ai 


Fig. 


L'opération est notée S{/), S,.. 

49, = RÉFLEXION. SUIVIE : D'UNE 
AXE DE SECONDE ESPÈCE. MIROIR ALTERNE. 

L’axe :d re n re Ne au murour 


sement : à la réflexion est associée une translation de direction et 
de grandeur bien déterminées. 

s la translation est normale àu miroir, r, l'opération complexe 
est remplaçable par une réflexion sur un miroir parallèle au 
_ miroir donné et distant de ce miroir de la moitié de la transla- 


ROTATION (OU. INVERSEMENT). 


est de seconde 


oi dit encore ‘que le mire o1r est . ne d'ordre n. 


-13 


14 CRISTALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE + 


La figure 6 montre l'opération notée P(3) ou P. 
Le point À donne A’ grâce au miroir, puis A/ grâce à l'axe. 
Les opérations sont permutatives : on obtient le même point 
U L 
final A" en commençant par l’une ou par l’autre. 
P ) La ,» 
Nous pouvons donc remplacer lopérateur précédent par un 


Plan de symétrie 
alterne dordren : 


. 
axe d'ordre n de seconde espèce; nous commençons par la rota- 
tion, puis nous prenons le symétrique par rapport au miroir. 

Nous verrons au $ 39 que, sauf pour les ordres divisibles par 4 
(le quaternaire en particulier), un miroir alterne peut être rem- 
placé par un axe ordinaire associé soit à un miroir ordinaire 
(perpendiculaire sur lui), soit à un centre d’inversion: ce ‘que 
nous montrons ci-dessous dans des cas particuliers. 

9%. — INVERSION SUIVIE D’UNE ROTATION, OÙ INVERSEMENT. 
SECONDE CATÉGORIE D'AXES DE SECONDE ESPÈCE. 

L'opération L(à) consiste en une rotation —2+ : n, suivie d’une 
inversion par rapport à un point pris sur l'axe. 

Elle est permutative; on peut commencer par l’inversion. 

Remarque importante : l’inversion associée à l’axe ordinaire 
n'implique pas l’existence d’un centre d’inversion; elle existe 
pour l'opération considérée mais non d’une maniére générale. 
Pour les groupes finis, si en dehors de l’inversion associée à 
l'axe par rapport à un point Z, il existe un centre d’inversion I, il 
va de soi que J et I coïncident. | 

Montrons que l'opération L se ramène à l'opération P. On a : 


L(a) Pr &). 


P désigne un miroir alterne de rotation + —«. : 

En effet pour tableau prenons un plan P normal à l'axe et pas- 
sant par le point d’inversion. Partons d’un point a(h} situé à la 
distance À de l’une des faces de ce plan; la rotation donne le 
point a(k) à la distance angulaire + du premier; l’inversion donne 


DES OPÉRATIONS ET DE LEURS COMBINAISONS 15 


le point g(— h) à la distance angulaire x— + du premier en sens 
inverse. On obtient également ce point en mirant sur le plan P 
et en faisant tourner de rx —c, c’est-à-dire en utilisant le miroir 


œ(R) je 
| “Fig, 6 bis. 


alterne P{+—:}, puisque dans toutes opérations retenues le sens 
de la rotation est indifférent. 
Sur la fig. 6 bis on vérifiera les identités : 


E,=P =P—un miroir ordinaire, 
L,— EC e L,—P,, DR TS Fe 


Elles rentrent dans les formules que le lecteur démontrera : 


qg impair D LL . 
: q pair Er: 
q impair Dr LE Se 


Nous retrouverons le problème aux $$ 39 et 76. 
N.B. Il est entendu que l’existence d’une opération implique 
lexistence de son inverse et d’une puissance quelconque. 
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Autrement dit, si l opération A(x) existe, nous posons qu'il en: 
est de même de l'opération A(—4), où de lopération A(on) ie 
l’on note A’{2). En cela consiste la notion de groupe. 


12. Opérations complexes. 


1°. — Le résultat M de plusieurs opérations A B, C, effectuées 
successivement est le produit de ces opérations : 
M—A.B.C. + 


Le signe — exprime que le résultat est le même pour. l'opéra- 
tion unique M, ou pour les opérations A, B, CO, effectuées succes- 
sivement dans l’ordre ABC. ' 

On ne peut généralement pas permulter les opérations; il est 
généralement faux d'écrire :  AB—BA. : 

Mais on peut toujours les associer, c’est-à-dire considérer 
comme un tout deux ou plusieurs d’entre elles effectuées dans 
l'ordre prescrit. Cela revient à écrire 


A(BC)—(AB)C. 


Une opération répétée plusieurs fois de suile est notée comme 
une puissance. | 

Répétons n fois la même rotation z autour du même axe et dans 
le même sens : l'opération qui résulte des x opérations A{2),.est 
Aa). 

On a par définition : 


A(Q) AP) ==" A" FP{x) = Ar Ep)al. 


L'opération est identique quand la figure déplacée revient en 
définitive à sa position première. 

L'opération identique est notée 1. 

Deux opérations U et V telles que UV —1, sont snverses. 


Ona:. ET =TAUEE 


Deux opération inverses sont permutables; une opération V 
inverse de U peut être notée comme la puissance —1 de U. 
: Deux rotations égales et de sens contraires autour du même 
axe sont des opérations inverses, On peut écrire : 


A(— a}—AT"(a). 


D’après les notations adoptées, la puissance zéro d’une opéra- 
tion quelconque est l'opération identique. 

2. — Pour se familiariser avec les opérations complexes, le 
lecteur démontrera les théorèmes suivants. 

a) Le produit I de deux inversions autour de deux points dis- 

tants de +, est la translation 2. 

b) Le produit SI de la réflexion sur le miroir Set de l'inversion 
par rapport au point I, est une transposition hélicoïdale autour 
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de Paxe Ii normal au miroir et passant par I. La translation est : 


Pt Alt. 


Quand le centre d’inversion I est dans le miroir S {+—0), on 
retrouve la proposition du $ 11, 2. 
_c<) Le produit SS’ des réflexions sur deux miroirs paralléles 
distants de +, est la iranslation 2: normale aux miroirs. 

Ges théorèmes élémentaires sont importants pour la théorie 


: et 
A < <æ À 


A! 


Fig. 7. 


des réseaux. Les réseaux sont en ellet définis par des lrauslations, 
et tous leurs nœuds sont des centres d’'inversion. Ils peuvent au 
surplus posséder une infinité de plans de symétrie. is. 

Montrons comment le problème se pose. 

Par hypothèse le réseau est défini par trois translations non 
coplanaires qui définissent les périodes. Supposons qu'il admette 
une infinité de plans de symétrie équidistants et que la période 
de translation normalement à ces plans soit 2- : il faut nécessai- 

‘rement que l’équidistance des plans soit +. ù 

On montrerait de même que le réseau admet trois infinités de 
centres de symétrie dont les équidistances sont moitiés des pé- 
riodes. 

_d) Un glissement S(2:\ est le produit d’une transposition L et 
2 
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d'une inversion I; la figure 8 précise le sens du théorème. Le 
point d'inversion est dans S; la distance - du centre I à l’axe L 
est moitié du glissement 27, de même direction et de même sens. 
C’est une autre généralisation du K 11, 2°. 
Ces exemples montrent le caractère élémentaire des démons- 


Fig. 8. 


\ 


- trations. À la vérité il y a plusieurs douzaines de théorèmes ana- 
é logues; mais une figure suflit pour vérifier les énoncés. 


__18. Figure possédant des éléments de symétrie. 

1°. — Une figure (finie ou indéfinie) possède des éléments de 
symétrie (est symétrique), quand on la restitue par l'une quel- 
conque des opérations précédentes. Par exemple la figure pos- 
sède un ou plusieurs axes d'ordre x, un ou nldneuss PTS de 
symétrie... 

Les éléments de symétrie énoncent des possibilités d’opéra- 
tions identiques. = 

Si la figure symétrique est restituée par les opérations #6 ES 
C, D,... qui ont pour opérateurs les éléments-de symétrie, elle 


nombre quelconque de ces opérations, A*BF sCYD$.. 


2. — Des éléments de sy métrie choisis au bond sont néces- 
; sairement compatibles; mais il faut préciser-le sens de. celle pro- 
position. 


Dans la éphère, tout diamètre est un axe de révolution. ou 


d'ordre infini, tout plan diamétral est un miroir, le centre est de 


symétrie. Donc, quels que soient les éléments de symétrie qu'on 
suppose passer par un point, il existe toujours une figure qui les 
admet : c'est la sphère. 

De même un milieu continu, homogène, isotrope, admet une 


est encore restituée par l'opération produit ou puissance d’ un. 


| 
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À infinité d’axes d’ordre infini, une infinité de miroirs passant par 
- un point quelconque qui est sûrement un centre. 

Mais si des éléments de symétrie choisis au hasard sont certai- 
nement compatibles, leur coexistence peut entrainer la coexis- 
- Lence d’autres éléments. 
Par exemple, nous. savons ($ 11) qu’il ne peut exister un axe 
binaire {par conséquent un axe d'ordre pair) passant par un 
_ centre d'inversion, sans qu'il existe un miroir passant par le 
_ centre el normal à l'axe : deux des éléments de symétrie précc- 

dents entrainent le troisième. 
._ De même nous pouvons supposer autant d’axes binaires que 
_ nous voudrons situés dans un plan et passant par le même point. 

Mais soit à le plus grand commun diviseur de tous les angles 

qu'ils font entre eux; l'existence des axes choisis entraîne l’exis- 

tence au total de x: « axes binaires régulièrement distribués. 

_ Quand donc nous parlons de la compatibilité d'un groupe d’élé- 
ments de symétrie, il est entendu que ces éléments n'entrainent 
l'existence d'aucun autre élément. ter 

3. — MULTIPLICATION DES ÉLÉMENTS DE SYMÉTRIE. 
_ Dans ce qui précède, par raison de simplicité, nous supposons 
la figure formée de points géométriques; mais les propositions 
- s'appliquent à des propriétés quelconques. Ges propriétés doivent 
se retrouver dans le milieu conformément aux éléments de symé- 
, trie dont on suppose l'existence. 

_En particulier les éléments de symétrie multiplient les opéra- 
leurs eux-mêmes; nous symbolisons cette proposition au $ 144. 
Par exemple supposons l'existence d’un axe quaternaire À, et 
* d’un axe binaire L passant par l’un des points du premier. 

- L'existence de l’axe quaternaire implique l’existence de 3 autres 
axes binaires formant les arêtes d’une pyramide quadrangulaire : 
dont l’axe quaternaire est l’axe. Inversement chaque axe binaire 
. multiplie l'axe quaternaire et impose l'existence de deux axes 
 quaternaires coplanaires avec lui et également inclinés sur lui. 
__ Ces multiplications successives peuvent aller jusqu’à impliquer 
Bla symétrie de la sphère. Si l’on veut limiter le nombre des axes 
_ binaires et quaternaires, il faut prendre au début les axes A, et 

L dans des positions relatives qui ne sont pas quelconques. 
4°. — Comme les conditions à imposer constituent toule la 
. théorie des polyèdres symétriques, éclaircissons par un exemple. 

-  Posons qu'il ne doit exister qu’un axe quaternaire. 
Si nous voulons lui associer des axes binaires, il faut qu’ils ne 
le multiplient pas : par suite ils doivent le couper et lui être 

HOTHAUX, : à | 

À l’axe quaternaire si nous voulons joindre des miroirs, il faut 
. que ces plans passent par lui, ou que le miroir unique lui soit 
normal. : 

Dans ces conditions l'axe quaternaire, agissant sur un axe 


EE Êdéé is © à tal sis AUS ES SE ASE, 


gi NS nes M ne ot 
da k : 
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binaire normal ou sur un miroir mené par lui, ne le multiplie 

immédiatement que par 2. Nous verrons cependant que la multi- 

plication est bien par 4 (groupes 6 et 7 du tableau du $ 40). 
Nous arrivons ainsi aux deux symboles compatibles : 


À; 2L21 A AP 2P: 


Les théorèmes suivants facilitent l'établissement des conditions 
de compatibilité au sens restreint ci-dessus précisé. 


14. Permutation d’une réflexion et d’une translation. 
L'opération réflexion-translation n’est permutative-que si la 
translation est parallèle au miroir qui devient plan de glissement. 
Décomposons la translation en deux composantes, l’une paral- 
jelé au miroir.(qu’on peut faire à un instant quelconque de l’opé- 


 É 


Miroir 


Fig. 9. 


ration complexe et dont nous ne nous occuperons plus), l'autre T. 
normale au miroir. : 

L'opération TS est équivalente à l'opération ST’, avec la con- 
dition : 

AN Ve 4 

nous comptons positivement une translation qui approche (ou 
éloigne) du miroir, négativement une translation qui éloigne (ou 
approche) du miroir, la convention est arbitraire. 

Par exemple, la translation T amène A en B, la réflexion amène 
B en C. 
. Commençons par la réflexion; elle amène À en B. 

Pour que le point final soit encore en C, il faut appliquer à B° 
la translation T'=—T. 


15. Composition d’une translation et d’une rotation. 
4°. — Décomposons la translation en deux composantes : l’une 
T,, parallèle à l’axe de rotation; l’autre T, normale à cet axe. 
La première ne peut se composer avec la rotation; elle est de 
nature essentiellement différente. L'opération T,A, qui est un 


.: Lfip-enlrs 
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déplacement hélicoïdal, est permutative; la translation T, peut se 


faire à un instant quelconque de l'opération, en totalité ou en par- 


tie. Elle peut même être continue. $ 
. Considérons la translation T normale à l'axe. 

L'opération TA n’est pas permutative. 

Etudions séparément les opérations: : TA, AT. 

Je vais montrer qu’elles valent des rotations de même grandeur 
et de même sens que À, autour d'axes parallèles à À. 

2%. — Prenons comme tableau un plan P normal à l'axe À; il 
contient-par conséquent : 
la translation /T. 

Soit A la trace de l'axe 
et 2a la rotation dans le. 
sens de la flèche. 

Les opérations TA ou 
AT laissent une figure 
du plan P dans ce plan. | 
D'ailleurs, lafiguren’est KB T: © 
pas modifiée. Si donc Opération TA Operation AT 
nous trouvons un point . Fig. 10. 
du plan que les opéra- 
tions TA ou AT ne déplacent pas, nous conelurons qu’elles sont 
équivalentes à une rotation unique autour d'un axe normal à P 
et passant par ce point. : | + 

‘Les phénomènes sont en effet identiques pour tous les plans 
parallèles à P. : 

OPÉRATION TA. Ÿ 

Construisons le triangle isocèle ABC, d’angle À égal à 20 et 
dont le côté opposé est égal et parallèle à la translation T. 

Je dis que le point B n’est pas déplacé par l'opération TA. 

En effet la translation.amène B en C, la rotation ramène C en B. 
L'opération TA vaut donc une rotation autour de l'axe B parallèle 
à A. ; | 

Je dis qu’on a : T.A(2a)— B(2x). 


Opérons en effet sur le point A situé sur l’axe A. La transla- 
tion l'amène au point D que la rotation A(24) amène en E. 
Evaluons l'angle ABE. | 
Supposons tracée la hauteur du triangle ABC. 
Elle est normale à AD; d’où : 
CAE —=7:2—3%, BAE—=7T:2—0. 


Le triangle BAE est isocèle, par suite l'angle ABE vaut 2. 
OPÉRATION AT. 

. Construisons le même triangle isocèle que précédemment. 
Le point B n’est pas déplacé par l'opération AT et l’on a : 


A(2a).T—B(20). 


A 
N 
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Opérons sur le point A. La rotation A(2a) ne le déplace pas; la 
translation l'amène en D. Donc la rotation autour de B est bien 22. 
Les figures 11 et 12 montrent les opérations pour des axes 
binaires, ternaires, quaternaires, sénaires, les seuls que nous 
utiliserons. 
Soit À la distance des axes; ona:  2Asinx=—1T, d’où : 


axe binaire téernaire quaternaire sénaire 


A=:  0,500.7T..: 0,577.T OO TE | RTE 


16. Permutation d’une translation et d’une rotation. 
1°. :-— Il est possible de trouver deux translations T et Le telles 
qu on ait : 
IT. A(2a)— A2). T'—=B(20). 
Test égal à T, mais fait avec T l’an- , 
gle 24 dans le sens de la rotation autour 
de l’axe A. 
Considérons en effet la Fe cons- 
truite suivant les indications précédentes. 
= OPÉRATION TA. ne 
La translation T amène B en B'; la ro- OL Le 
tation ramène B'en B. | Fig. 13. 
OPÉRATION AT’. 
La rotation amène B en B'; la translation T’ ramène B” en B. 
æ — Il est possible de trouver deux axes parallèles, tels 
qu ’on ait : 


B2). TT. Ba). 
On a en effet : 146. AR; 
4 PAR 1h BISTRE 


- 17. On peut superposer deux figures D trentes par 
une translation suivie d’une rotation lon TA) ou par 
l’opération inverse. 

Prenons comme-centres de sphères de même rayon deux points 
homologues O, O! (c'est-à-dire deux points appartenant respecti- 
vement aux deux figures et qui doivent coincider à la fin de l’opé- 
ration : ils sont évidemment disposés de même par rapport aux 

_ deux figures). : | 
_ Les sphères coupent les figures suivant deux figures homo- 
Jogues. 

a) La brinslation T.amène O’ sur O : les sphères coïncident. 

Il s’agit donc d'amener en coïncidence des figures congruentes 
{superposables, mais non actuellement superposées) décrites sur 
Ja même sphère. é 

Je dis que c’est possible par une rotation autour d’un axe OC 
qui doit évidemment passer par le centre de la sphère. 
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Représentons (fig. 14) la surface sphérique. 

Réduisons les figures sphériques homologues chacune à deux 
points À et B, A’ et B”. Joignons AA’ et BB par des arcs de grands 
cercles. Menons par les milieux de AA’ et de 
BB’ des grands cercles normaux aG et bC; ils 
se coupent en C. 

L’axe cherché passe par C. En effet les trian- 
gles ABC et A'B'C’ sont superposables après 
une rotation de l’angle ACA'—BCB. 

b) Nous oblenons le même résultat en com- 
imençant par la rotation ci-dessus déterminée 
(le point O’ restant fixe) et finissant par la trans- 
lation (qui amène O’ en O). 

REMARQUE I. 

La translation dépend du choix des points homologues O et O'; 
la rotation est la même à quelque groupe de deux points qu’on 
s'adresse. Appelons T la translation qui amène O’ sur O et R la 
rotation; R sera la rotation aulour d’un axe passant par O, R’sera 
la même rotation autour d’un axe parallèle passant par O’. 

L’équivalence des opérations ci-dessus étudiées s'exprime par 
l'équation : ER =RT. 


Fig. 147 


dont l'exactitude est démontrée au $ 16, 2°. £ 

REMARQUE II. | 

Décomposons la translation O'O en une composante T, paral- 
lèle à l'axe de rotation et une composante T, normale à cet axe. 
Nous prouverons que la translation T, reste la même quels que 
soient les points homologues O, O’ choisis. : 

Mais T, s’annule pour un certain choix; la superposition s’ef- 
ffectue alors au moyen d’un mouvement hélicoïdal. 


18. Déplacement résultant de deux rotations autour 
d’axes passant par le même point. | 

L'opération résultante est une rotation autour d’un axe passant 
par le point O que les rota- 
tions laissent immobiles. 

Considérons les déplace- 
ments sur une sphère de cen- 
tre O. 

Soit À et B les traces des 
axes (pôles de rotation). 

Soit 24 et 28 les rotalions 
correspondantesdirigées dans 
le sens des flèches. 

Fig. 15. Considérons l'opération AB. 

Le Menons le grand cercle AC 
qui fait avec AB l'angle & (demi-rotalion) en sens inverse de la 
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rotation À. Menons le grand cercle BC qui fait avec AB l’angle 6 
(demi-rotation) dans Le sens de la rotation B, 
Je dis que le point GC est le pôle de l’axe résultant cherché; il 
suflit de montrer que l'opération AB ne déplace pas le point C. 
Faisons la figure AC,B symétrique de ACB par rapport à AB. 
La rotation A(24) amène C en C,; la rotation B(28) amène C, en C. 
Calculons la rotation 2+ autour “E CG. 
Appliquons à ton AB au point À : il vient en A’. 
Le triangle sphérique ABC donne : 


COS Y——coso—cosacosf—sinasin 8 cos W. (1) 

L'opération AB n’est pas permutative. 

En recommençant la construction, on montrera que l'opération 
BA vaut une rotation C,(2y) autour du point C, symétrique de € 
par rapport à AB. L’angle + a la même valeur que précédemment. 
En appliquant l'opération BA au point B, on vérifie que la rota- 
tion autour de C, est de même sens que la rotation autour de C. 


19. Transpositions autour d’axes concourants. 

1°. — Il y a transposition autour d’un axe lorsque la rotation 
est x: l'axe est binaire. 

Denx transpositions successives autour de deux axes concou- | 
rants L et L’angulairement distants de *, valent une rotation 2W° 
autour de leur Dép RAeUAREe commune À. 

La construction du $ 18 montre que le pôle C de l’axe À estle 
pôle du grand cercle AB: l’axe À est donc normal au plan LL’. 

Dans la formule {1) faisons :  4—8—7+:2. Il reste : 


2%. 
On fera la discussion des signes en traçant les figures sur un 
ballon de verre: | 
2, — Commeils ‘agit d’un théorème fondamental, démontrons: 
le directement (fig. 16). 
Au point O menons À normal sur le plan LL’; prenons un point 
quelconque À ; par ce point menons un cylindre houle d’axe A. 
L’axe L amène A en A’; l’axe L’ amène A’ en A”. 
Pour voir comment sont disposés les points À et A”, projetons 
le système sur le plan des axes (fig. 16, à gauche). 
Les points À et A” sont dans le même plan normal à-A et à la 
même distance de À; l’angle AOA”’—2W; ce qui démontre le 
théorème. | 
3. — Inversement une rotation de 2W° autour de À peut-être ‘ 
remplacée par deux transpositions autour de deux axes situés 
dans un plan normal à À et distants de W°. 
Nous pouvons choisir arbitrairement l’un; l’autre s'ensuit. 
4°, — COROLLAIRE I. 
Quand un système possède dans un plan q axes binaires et q 
seulement passant par le même point : 


COS y—— cos; 2é—2r— 2, où 2 — 
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chacun d'eux fait avec le voisin un angle +:q; 

il existe un axe À d'ordre q normal au plan des axes binaires et 
passant par leur intersection. : 

Soit en effet deux de ces axes L et L’ distants de VW; leur exis- 


Fig. 16. 


tence entraine celle d’un axe À normal à leur plan et d’ordre 
n—2r:2W. L'ordre de cet axe devant être le même quels que 
soient les axes L et L’ choisis, tous les axes doivent être équidis- 
tants. S'ils sont au nombre de g,ona W—z:g. D'où RE 
S'il n'existe que deux axes binaires, ils sont rectangulaires et 
l'axe À qui leur est perpendiculaire est binaire (prisme droit à 
base rectangle, système orthorhombique). 
2°. — COROLLAIRE Il. ;. 
S'il existe simultanément un axe À d'ordre q et un axe binaire 
L le coupant à angle droit, il existe g axes binaires équidistants 
dans le plan passant par L et normal à À; il n’en existe que g. 
Par raison de symétrie on peut conclure qu’il en existe g quand 
q est impair. D’après le corollaire précédent il n’en existe que g. 
Si g est pair, la raison de symétrie n’en impose que g:2 équi- 
distants, faisant par conséquent entre eux langle 2+: gq. 
Les q:2 autres résultent du théorème précédent. | 
En elfet nous pouvons remplacer la rotation 2W—9;:ÿ4, par 
deux transpositions autour d’axes binaires distants de W—z: 4 : 
les axes sont donc au nombre de q. | 
Sig, à partir de L l'axe ternaire donne deux autres axes 
qui sont distincts. ae 
Si g=—4, la multiplication de L par A ne donne qu’un nouvel 
axe distinct normal au premier. Le théorème nous apprend qu’il 
existe cependant 4 axes binaires à 45° l’un de l’autre. 
De là résulte que pour q impair, les g axes binaires sont de 
même espèce; pour 4 pair, ils forment deux groupes différents. 


DES OPÉRATIONS ET DE LEURS COMBINAISONS 27 
à 20. Composition de rotations autour d’axes parallèles. 
1. — La construction du $ 18 est applicable, mais la figure 15 

devient plane. Le centre O de la sphère passe à l'infini; il faut 

poser W—0, dans la formule. D’ où 3 


L’axe de la rotation ue est parallèle aux deux axes don- 


à nés. La rotation résul- € 
: tante vaut la somme algé- Se 
._ brique desrotations com-. B 
posantes. 
L'opération AB n'est 
pas permutative; on a : 
A (22).B(28)—C a+ 28}; Operation AB Operation BA 
Fig, 17. 
B(28).A (2a)—C (22 + 26). : 
2, — ROTATIONS. ÉGALES ET DE SIGNES CONTRAIRES. 


Le point C passe à l'infini, la rotation résultante devient nulle. 
.Deux rotations égales et de signes contraires autour de deux 
axes parallèles, nie à une translation (rotation infiniment 
petite autour d’un axe infiniment éloigné). 
a) Appliquons l'opération AB au point A 1Evrent on De 


DETTES AVES PTS DITS UE TON RRRUE PET EE mm 


Las 


AD mesure la translation : 
: ne 


A est la distance des axes, + est la demi-rotation. 
.. La translation T est évidemment normale à la direction AC 
- dans laquelle le point C fuit à l'infini. : 

=b) Appliquons l'opération BA au point B. Il est amené en D : 


BD mesure la translation T’. De même valeur que précédemment, 
elle est perpendiculaire à la direction AC, dans laquelle le point 
C, fuit à l'infini; elle est symétrique de T bé rapport à la nor- 
male à AB. 

REMARQUE. 

On peut déduire ce théorème du $ 15. Nous avons trouvé : 


AT Br do: A rAF=T= A B 


Deux rotations égales et de sens contraires autour de deux 
axes parallèles valent une translation. 


4 


ET OP SE TPS RES DEEE RO A MP En Ets 


21. Transpositions autour d’axes parallèles. 
Deux transpositions successives autour de deux axes parallèles 
Let L' équivalent a une translation parallèle à la perpendiculair e 
_commune aux axes et double de celle qui amène le premier sur le 
second. : 
Une transposition peut être a considérée comme 
une rotation de +- ou de —7 : deux transpositions autour d’axes 


ee APP PR 29e 
FE La # " “ ' 
2 

/ 
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parallèles rentrent donc dans le cas des rotations égales et de 
signes contraires. . 

Pour obtenir le résultat, posons 24—7, dans la formule du para- 
graphe précédent; il vient 2A pour la translation. 


A’ 


a! 


Opération LU 


Fig. 18. 


Opération L'L 


Les translations T et T’ sont perpendiculaires à des droites 
faisant l'angle % (ici r:2) avec AB. 

Donc la translation cherchée est dirigée suivant AB. 

.. Enfin la translation T correspond à l’opération commençant par 

A; donc la translation est bien dans le sens qui va du premier 
axe au second. : j 

La réciproque est vraie : on peut remplacer une translation par 
deux transpositions autour d’axes perpendiculaires à la transla- 
tion. L'un est arbitraire; l’autre est alors déterminé. 


22. Déplacements hélicoïidaux : décomposition en deux 
transpositions. 
1°. — L'opération hélicoïdale consiste en une rotation autour 
d'un axe et en une translation paral- 
lèle à cet axe. 


A = S . 
Deux transpositions successives par. 
rapport à deux axes À et B qui ne sont 
gr Pas dans le même plan, valent un 


déplacement hélicoïdal qui a pour axe 
leur perpendiculaire commune PQ et 
quiest double du déplacement hélicoi- 
dal qui amène À sur B. 
Ce dernier déplacement a évidem- 
ment pour translation le vecteur PQ et pour rotation l'angle s. 
Par le point P, menons B}’ parallèle à B. Du $ 19 résulte que : 
les transposilions successives autour de À et de B’ valent une 
rotation autour de PQ; 
les transpositions successives autour de B’ et de B valent une 
translation parallèle à PQ. x 
Nous ne.changeons pas les opérations en ajoutant deux transpo- 
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sitions successives autour de B', la transposition satisfaisant aux 
conditions : 
SN EN PA PE 


Donc deux transposilions autour de deux axes qui ne sont pag 
dans le même plan, alent un 
déplacement hélicoïdal. 

Réciproquement, tout dépla- PE ee or mel 
cement hélicoïdal TR eaut deux 
transposilions autour d'axes À 
et B normaux à l'axe de la vis. 

Choisissons arbitrairement 
l'un des axes B normal à la vis 
PQ. La longueur PQ est con- 
nue : c’est la moitié de la trans- 
lation T. 

Menons par le point P l’axe B 
parallèle à B; APB' est connu : 
c’est la moitié de la rotation R. 

2.— Si l'application des thé- 
orèmes généraux paraît difficile 
au lecteur, qu’il regarde la fi- 
gure 20. L 

Par le point M quelconque et 
avec QP comme axe, construi- 
sons un cylindre circulaire. La 
transposition de M autour de B l'amène en M', sur uné section 
droile distante de 2a de la première, sur une génératrice angu- 
lairement distante de 2: de la première. 

Soit D— PO la distance des deux axes. 

Sous l’action de B,-le point M monte de 24 et se trouve à la 
: distance verticale D—&« de l’axe A. DRE | 

_ Sous l’action de A, il monte de 2D —©« : son ascension totale 
est par suite 2D, indépendante de sa hauteur initiale. 

Sous laction de B, le point M tourne de 2: et se trouve angu- 
lairement distant de : — de l’axe A. 

‘Sous l’action de A, il tourne de 2:—2% : sa rotation totale 2e 
est indépendante de son azimut initial. 

Le Aepace on est donc hélicoïdal, et de paramètres 2D, 2e. 


23. Le déplacement résultant de plusieurs débiacss 
ments hélicoïidaux est un déplacement hélicoïdal. 

Soit deux déplacements hélicoïdaux TR et T'R’. Remplaçons- 
les respectivement par deux transpositions en choisissant, pour 
un des axes de chaque groupe de transpositions, la perpendicu- 
laire commune aux vis. Les transpositions intermédiaires autour 
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de cet axe se détruisent; les quatre transpositions se réduisent 
donc à deux qui valent un déplacement hélicoïdal. 

Conclusion : deux, par conséquent un nombre quelconque de 
déplacements hélicoidaux, se composent en un déplacement héli- 
coidal unique: 


24. Deux figures congruentes sont superposables au 
moyen d’un déplacement hélicoïdal. É 
En effet le $ 17 montre qu’on peutsuperposer deux figures con- 
gruentes par une translation suivie d’une rotation (opération TR). 
c'est-à-dire par le produit de deux déplacements hélicoïidaux suc- 
cessifs : = 
TR=(T OO RE 


Donc on les peut superposer par un seul déplacement hélicoïdal 
convenablement choisi. S 
Reprenons la construction (fig. 21). 


Oo’ 


Pour amener les figures en coïncidence, il fallait transporter O’ 
sur O, puis tourner de l’angle 2: autour de l'axe OR. 

Menons OB’ perpendiculaire au plan O'OR. Par le milieu w de 
0'O, menons B parallèle à B'’. Enfin dans le plan P normal à OR, 
menons la droite A telle que l'angle AOB' vues Le 

Les deux transpositions B, B’, amènent O’ sur O et valent la 
translation. Les deux transpositions B', A, valent la rotation autour 
de R. Les deux transpositions B’ s’éliminent. À 

Restent donc les transpositions B, A. 


F 


‘DES OPÉRATIONS ET DE LEURS COMBINAISONS ds: 


Menons la perpendiculaire commune OST. Les transpositions 
B, A, valent un mouvement hélicoïdal dont la translation est 208 


et Ta la rotation est deux Hi l’angle des droites À et B, soit 


précisément 20. 
L’axe hélicoïdal est la droite 1 


© 25. Corollaires. 

1°. — Quand deux corps égaux sont placés d’une manière quel- 
conque dans l’espace, il existe toujours une droite qui, st 
rée comme appartenanfau premier corps, coïncide avec son ho. 
logue dans le second corps. 

C'est l'axe de la vis qui sert à effectuer le eo héli- 
coïdal. La translation amène les points homologues des deux 
droites en coïncidence : la rotation amène en coïncidence tous 
les autres points homologues, c'est-à-dire les figures congruentes. 


2. — La projection sur la vis de la droite OO’ qui joint deux 
points homologues quelconques, est constante. 


Elle est égale à la translation. (250) du mouvement hélicoïdal. 

she Quels que soient les points homologues O'O choisis, la 
rotation R est la même, puisqu'elle est égale en grandeur et 
. direction à la rotation de déplacement hélicoïdal, 


Ce sont les propositions annoncées au K 17. 


26. Problème inverse. 

On donne le déplacement hélicoïdal ; on demande de trouver le 
déplacement complexe équivalent (translation, rotation), l’axe de 
rotation passant par un point B déterminé à l’avance. 

Représentons les rotations par des vecteurs terminés par un 
double fer et dirigés suivant les axes de rotation. Menons par le 
point B deux rotations égales et de sens contraires, parallèles et 
égales à la rotation A. Nousles représentons par B (dans la direc- 
tion de À) et B-! en sens inverse. 

Nous avons le droit d'ajouter aux opérations deux rotations 
_ égales et de sens contraires, effectuées dans 
l'ordre que nous voulons, à la condition que 
l'une vienne immédiatement après l'autre. 

Une translation parallèle à des axes de rota- 
tion en nombre quelconque, peut toujours être 
faite à un instant quelconque de l'opération com- 
plexe. Nous pouvons donc la négliger; il-est 
entendu qu’on commencera par elle. 

Toutes les opérations dont nous nous occu- 
pons, sont associatives. 

Ceci posé, la rotation À vaut les opérations 
suivantes : 


A—A(BB)— (AB) B—(BB-') A —B(B-"A). 
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Or les opérations AB! et B-'A sont des translations normales 
aux axes. Composons-les avec la translation parallèle aux axes; il 
_vient le théorème énoncé : Tout déplacement qui amène un corps 

sur un autre, peut élre décomposé en une rotation suivie d'une 
translation, ou en une translation suivie d'une rotation. La rota- 
tion à une grandeur et une direction invariables. La translation a 
une composante T, parallèle à l’axe, de grandeur constante. 

Sa composante T,, normale à l’axe, est variable en grandeur et 
direction suivant le point par où passe !a rolalion. 

I :s translations AB=' et B°'A sont ($ 20) de même longueur 
(2A sin a), et symétriquement placées par rapport à la droite AB. 
Elles font l’angle &« avec la normale à AB. 


27. Théorèmes sur les miroirs. ne 
1°. — Le produit de deux réflexions sur les mirou's M et M' est 
une rotation autour de leur: intersection L. 
Si l'angle des miroirs est &, la rotation est 24 (fig. 23, à gauche). 


\ A" 


M.M'=L(2œ%) 


Deux figures À et A" énantiomorphes d’une troisième A: sont 
donc congruentes; on les superpose par une rotation. | 

Le produit d'une rotation L(2:) et d’une réflexion sur un miroir . 
M qui passe par l'axe de la rotation, est une réflexion sur un mi- 
roir M’ passant également par cet axe et faisant l'angle « avec M 
(fig. 23, à droite). 

2°. — COROLLAIRES. | 

Si q miroirs passent par une droite À, ils font des angles ÉSAUX ; 
la droite À est un axe d'ordre q. | 

Le nombre des réflexions distinctes à partir du point A est 24 
(la figure 24 est construite pour g—4). Les 2q figures obtenues 
forment deux groupes qui correspondent respectivement à l’axe 
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À,. Dans l’espèce les points de chaque groupe sont les sommets 
d’un carré. 

Réciproquement s'il existe un axe d'ordre get un miroir passant 
par cet axe, il en existe 
en tout q équidistants 
passant par l'axe. 

La proposition va de 
-Soi Si g est impair. 

Si g est pair, les mi- 
roirs distincts qui résul- 
tent de la multiplication 
par l’axe AÀ,, sont seule- 
ment en nombre de g:2. 

Mais il en existe 4° 
autres. 

Raisonnons pour g—#4. 

À partir du point À 
l’axe quaternaire donne 
A", A!, A”, aux sommets 
d’un carré. Le miroir M 
dont on suppose l’exis- 
tence, donne le point «a à partir de A; d’où, grâce à l’axe quater- 
naire, les points a’, a", a”. Les 8 points ainsi obtenus admettent 
quatre plans de symétrie à 45° l’un de l’autre. 

Nous pouvons appliquer le théorème ci-dessus démontré. 

La rotation de 90° qui 
amène À” en À, suivie de 
la réflexion sur M qui 
amène À en 4, équivaut à 
une réflexion sur M’ à 45° 
de M qui amène directe- 
ment A” en B. 

L'existence de l'axe 
quaternaireet d’un miroir 
entraîne donc l'existence 
de 4 miroirs à 45° les uns 
des autres. 

3°. — Comme cas parti- 
culier des théorèmes pré- 
cédents on a la proposi- 
tion déjà rencontrée : le 
produit de deux réflexions 
sur deux miroirs paral- 
lèles de distancerest une 
translation 2+ normale aux miroirs. 

- 4°, — Du 1° résulte la proposition suivante : quand une figure pos- 
sède un plan de symétrie, il n'existe pas de figure non superposable. 
| 3 


Fig. 24. 


. 
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Autrement dit, toute figure déduite de la première par une 
opération de seconde espèce lui est superposable. 

Soit A et E les deux morceaux de la fig. 25 par hypothèse symé- 
triques par rapport au plan P. Soit M un miroir quelconque; pre- 

_nons le tableau normal à l'intersection O de P et de M. 

La symétrique E’ de À par rapport à M est obtenue en faisant 
tourner E de 24 autour de l’axe O. De même la symétrique A’ de 
E par rapport à M est obtenue en faisant tourner A de 24 autour 
de O. La figure E’A” symétrique de AE par rapport à Mest donc 
la figure EA qui a tourné de 24 par FCRECr à O : elle est super- 
posable à EA. 


28. Une figure peut être superposée à une figure énan- 
tiomorphe au moyen d’une réflexion rotative. 

I! faut entendre par là : au moyen d'une rotation suivie ou pré- 
cédée d’une réflexion sur un plan perpendiculaire à l’axe de la 
rotation; l’opération complexe est permutative. 

Ce théorème est analogue au théorème du $ 24 pour les figures 
congruentes. 

Soit A’et À deux points homologues des figures énantiomorphes 
F'et F que nous voulons superposer. 

Prenons le point O, milieu de la droite AA’, comme centre 
d’inversion. Opérons sur la figure F’. Nous obtenons F, énantio- 
morphe de F', par conséquent congruente de F. 

Nous pouvons amener F sur F, par une rotation autour de l’axe 
L convenablement choisi : nous pouvons donc superposer deux 
figures énantiomorphes par une in- 
version et une rotation. 

Allons plus loin. 

Par le centre O d’inversion, me- 
nons la droite L/ parallèle à L; trans- 
posons F, en F". Nous savons($ 11, 2} 
que F'est l’image de F' dans le miroir 
P qui passe par O et est normal à L’. 

Donc nous amenons F à coïncider 
‘avec F’par une rotation autourdeL, (qui 
donne F } une transposition autour 

Fig. 26. de L’ (qui donneF") et une réflexion 
sur P. 

Mais les rotations autour des axes parallèles L et L' valent une 
rotation unique autour d’un axe parallèle aux premiers, par con- 
séquent normal au plan P. | 

Donc nous amenons F sur F’ par une réflexion rotative. 


(y 
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CHAPITRÉ II 


POLYÈDRES SYMÉTRIQUES 
3 < (VINGT-QUATRE GROUPES) 


4 _ 


29. Propositions générales. 

Nous ferons abstraction des faces et des arêtes des polyèdres 
pour ne garder que leurs sommets. Tout polyèdre sera donc un 
assemblage de points distincts, en nombre limité, identiques et 
distribués d’une certaine manière autour de leur centre de gra= 
vite: 2. 

Etant limité par nature un polyèdre ne peut avoir qu’un centre 
_ de symétrie; car s’il en avait deux, il en aurait une infinité. 

2 Il peut avoir un ou plusieurs axes de symétrie, un ou plusieurs 
plans de symétrie. Il peut : 
avoir des plans de symétrie 
_ alterne (ou des axes de 
. seconde espèce, ce qui re- 
vient au même); mais nous 
n'obtiendrons ainsi qu’un 
_ groupe distinct des grou- 
._ pes obtenus avec des élé- 
- ments ordinaires. 
Tous les éléments de sy- 
… mélrie Se coupent en un 
» point, qui est le centre de 
_ symétrie dans le cas où il 
_ existe. En effet, le centre 
___ de gravité de tous Les som- 
mets supposés également 
pesants doit se trouver sé- 
. parément sur tous les élé- 
_ ments de symétrie : donc 
ceux-ci passent par le . 
même point, centre de figu- Fig, 27. 
re du polyèdre. 

Par exemple un tétraédre régulier possède un centre de figure 
sans posséder de centre de symétrie. Ses éléments de symétrie 
(symbole 3A 4L° 6P)fsont en effet quatre axes ternaires passant 


Es moe us pe à Da SU ét 


= 
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par les sommets et normaux aux faces opposées, trois axes 
binaires passant par les milieux de deux arêtes opposées, six mi- 
roirs passant par une arête et par le milieu de l’arête opposée. 

Le centre de figure est sur les axes ternaires au quart de leur 
longueur à partir de la base. 

Lorsqu'il n’exite aucun élément de symétrie, le polyèdre asy- 
métrique est constitué par des points placés n'importe comment 
(groupe 1 du $ 40). : 

REMARQUE FONDAMENTALE, 

: Sauf pour le groupe 24, nous allons classer les polyèdres au 
moyen des axes ordinaires, laissant de côté les axes d'inversion 
(rotation de 2r:7, suivie d’une inversion par rapport à un point 
pris sur l'axe). Le tableau des éléments de symétrie n'indique que 
les axes ordinaires. Il ne faut pas en conclure qu'il n'existe pas 
des axes de seconde espèce compatibles avec les axes de pre- 
mière espèce. Par raison de simplicité je les laisse de côté, pour 
un certain nombre de groupes de polyèdres nous les retrouve- 
rons au $ 76: ils servent de base à la notation de Wyckoff pour 
les 32 classes. 


30. Polyèdres symétriques dépourvus d’axes. 

Ils rentrent dans les groupes 2 et 3 du tableau; ils ont un 
centre C ou un plan P; ils ne peuvent avoir d’autres éléments de 
symétrie. 

En effet ils ne peuvent avoir simultanément un centre et un 
miroir; la coexistence de ces éléments entraine un axe d'ordre 
pair normal au miroir ($ 11). ; 

Ils ne peuvent avoir qu'un centre de symétrie (S 29). 

Ils ne peuvent avoir qu'un plan de symétrie. S'ils en avaient 
plusieurs, la droite d’intersection serait un axe ($ 27). 

Nous sommes donc limités aux groupes : 


groupe 2, symbole C; groupeë, symbole P. 


w 


81. Polyèdres à axe principal. 

1°. — On appelle axe principal un axe dont l’ordre g est supé- : 
rieur à celui des autres, s’il en existe. S'il existe des miroirs, ils 
passent par l'axe (il peut exister un miroir normal à l’axe). 

S'il existe d’autres axes, ils lui sont normaux et binaires; sinon 
l'axe principal serait multiplié, contrairement à sa définition. 

Toutes les conditions subsistant, l'axe principal peut être 
binaire. L 

La classification des polyèdres à axe principal d'ordre qg repose 
sur les théorèmes déjà démontrés. 

a) S'il existe un axe binaire, il en exite g équidistants dans un 
plan normal à l’axe principal, plan qui passe par le centre de 
figure. Eu Fo: | 
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b) S’il existe un miroir passant par l’axe principal, il en existe q 
‘ équidistants passant par cet axe. 

D, — Les phénomènes diffèrent suivant que g est impair ou 
pair. Si g estimpair, les miroirs qui passent par l'axe, ou les axes 
binaires qui lui sont normaux, sont de même espèce. 

Si g est pair, ils forment deux groupes. 

Ce que montrent la figure 28 (g pair) et la figure 29 (4 impair). 

Soit (fig. 28) quatre axes binaires dans le 
tableau. Plaçcons-nous sur la normale au 
point d’intersection C. Donnons le point à 
audessus du tableau et multiplions-le par 
tous les axes binaires. De proche en pro- 
che nous trouvons : à l’aide de L' le point 

_a! audessous du tableau; à l’aide de L, le 
point à au-dessus du tableau; et ainsi 
de suite. En tout Auit points disposés sur 
deux carrés, situés dans deux plans paral- 
lèles au tableau : l’un abcd au-dessus du 
tableau, l’autre a'b'c'd' au-dessous. Donc la normale menée par le 
point C au plan du tableau est un axe qualernaire. 

La figure aa'bb'.… ne traite pas de même les quatre axes; ils se 
séparent en deux groupes. fau L 

Reprenons la construction avec trois axes 2 
binaires (fig. 29). Fa L" 

A partir d’un point a nous trouvons en 
tout six points distribués sur deux trian- « ’ 
gles équilatéraux dans deux plans paral- 
_Jèles au tableau. D'où un axe ternaire pas- 
sant par C et normal au tableau. 

La figure aa‘bb'ec! traite de même les 
trois axes. 

. La construction s'applique à un nombre Fig. 99. 
g quelconque. 

Le lecteur reprendra pour les miroirs le raisonnement relatif 

aux axes. 


da’ a L! 


Fig. 928. 


32. Polyèdres à axe principal d’ordre pair. 

Si l'axe principal À d’ordre 24 existe seul, on a le groupe 4. 

L’adjonction d’un centre C introduit un miroir I normal à À, 
et inversement (groupe 5). 4 

L'existence d’un axe binaire L introduit 2g axes binaires régu- 
lièrement répartis dans le plan normal à À. Ils sont de natures 
différentes : leur nombre ne peut être supérieur à 2q (groupe 6). 

Même raisonnement pour les miroirs P passant par A 
(groupe 7). 

À l'axe À,, ajoutons un centre et un axe binaire; simultané- 
ment s’introduisent 2g—1 autres axes binaires. Corrélativement 
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nous créons des miroirs normaux à tous les axes (groupe 8). 
Dans ce cas les miroirs contiennent les axes binaires. 

Nous pouvons introduire simultanément les axes binaires nor- 
maux à À etles miroirs passant par A, sans rendre nécessaires 
le centre Get le plan If, à la condition que les axes et les plans 
alternent (groupe 9). 

Les axes ne sont plus normaux aux plans; leur coexistence 
n'entraîne pas l’existence d’un centre. 

Le lecteur vérifiera que les groupes subsistent quand on fait 
g=—=1 : l'axe principal est binaire. We 

Nous retrouverons le groupe 9 comme tétartoëdre du système 
quaternaire (l’axe quaternaire devient binaire; hémiédrie sphénoi- 


cale). ; 


33. Polyèdres à axe principal d’ordre impair. 

Nous trouvons une classification semblable, à la différence que, 
l'axe étant d'ordre impair, la présence d'un centre C' n’entratne 
pas celle d’un plan de symétrie II normal à l'axe. 

Le groupe 5 concernant les polyèdres à axe pair se dédouble 
donc en deux groupes 11 et 12. 

Les groupes 13 et 14 correspondent aux groupes 6 et 7, à la 
différence que les plans et les axes sont de même nature ($ 31). 

Le groupe 8 se dédouble en deux groupes 15 et 16. 

Le groupe 9 n’a pas d’équivalent. 


34. Coexistence d’axes multiples de même ordre pas- 
sant par le même point. 
Prenons le point d’intersection des axes d'ordre p comme centre 
d’une sphère; leurs traces sur cette sphère sont les pôles d'ordre p. 
Cherchons comment se distribuent les pôles sur la sphère. 
1°. — Les pôles d'ordre p sont les sommets de polygones régu- 
liers sphériques recouvrant exactement la sphère. . 
Soient le pôle P, et le pôle P, le plus 
voisin de P. 
Faisons tourner P, autour de P, de 
l'angle 27: p :nous obtenons Ps: 
Faisons tourner P, autour de P, de 
l'angle 27 :p : nous obtenons P;. 
Et ainsi de suite. 
Le polygone régulier FP:P,<: dont 
Fig. 30. les côtés sont des arcs de grand cer- 
cle, se ferme; sans quoi l’on trouverait 
un pôle P; compris entre P. et P,, ce qui est impossible par hypo- 
thèse. 
Faisons tourner le polygone sphérique obtenu, tout entier de 
l’angle 2r:p autour de l’un quelconque de ses sommets. Nous 
obtenons un polygone adjacent au premier ...; et ainsi de suite. 
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Nous couvrirons exactement la sphère sans empiétement des 
polygones; sinon nous finirions par trouver un pôle plus voisin 

de P, que P;. Fe 
ON appelle pôle du polygone son centre Q. 

Y 2. — Si les polygones ont un nombre pair de côtés égal 


. leurs centres sont les pôles d’axes d’ordre au moins égal 


A 
2 
Soit qg —6 (fig. 31). 
Multiplions le point a, par le procédé employé pour multiplier 
les axes. Quand P, tourne autour de P, 
pour venir en P,, a, vient en o,. Quand P, 
tourne autour de P, pour venir en P,, 0, 
vient en «,, … et ainsi de suite. Nous obte- 
nons six points disposés sur deux triangles pr, 
équilatères sphériques de centre Q. 
| Donc Q est le pôle d’un axe au moins 
à ternaire. 
: On ne peut obtenir aucun autre point en 
usant des seuls axes d’ordre q. 

3%. — Si les polygones ont un nombre impair de côtés égal à q, 
les centres de ces polygones sont les pôles d’axes d'ordre q, etles 
milieux des côtés du polygone sphérique 
- sont les pôles d’axes binaires. 
Ce que montre la figure 32. Nous procé- 
dons comme plus haut : le point &, donne 
successivement &, a, &, a. Mais, ces cinq 
points obtenus, nous pouvons recom- 
| mencer. La rotation autour de P, donne 0; 
£ et a; la rotation autour de P, donne « 
et «; enfin la rotation autour de P, donne He ne 
“. En tout dix points, disposés sur deux Fig. 32. 
pentagones réguliers de centre Q. 

Les milieux M des côtés sont bien des pôles d’axes binaires. 


à q 
à q 


Fig. 31. 


TR ES ETS NO EE RER 


; 35. Limitation du nombre d’axes d’orûre supérieur à 
2 existant simultanément. 
4°. — LEMMES. 


On suppose les polygones décrits sur une sphère de rayon 1. 

L’aire totale de la sphère vaut 4x. | 

L’aire d’un triangle sphérique est égale à la somme de ses 
angles diminuée de x. 

L’aire d’un polygone sphérique de g côtés est égale à la somme 
de ses angles diminuée de:x(q —2). 
9. —_ Soient tracés sur la sphère » polygones réguliers égaux 
Ë la recouvrant entièrement. Chaque polygone a g côtés, et chacun 
des angles des polygones vaut 2r:p. : 

Écrivons que la somme des aires de ces » polygones vaut kr : 


À 
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He : és 1 | 
ren] gg —92) | —2en => |. 
é dr Kg ] “bp 


Sim 


TR TUNER 
Peu ES OT 


(1) 


Pour que cette relation soit satisfaite, il est nécessaire que : 


1 


P 
Seules les combinaisons suivantes sont admissibles : 


LES EA 


ne ln gr hs 
0 = 3 J==8 DP—=8 = 
[n—20 = 2 n==6 n—6 n—=# 


36. Polyèdres décemternaires. 
1°. — ICOSAËÈDRE. 


La combinaison : p—5, 4—3, donne sur la sphère 72 —20 trian 


axes binaires {au nombre de 15). 


gure 33. 
2. — DODÉGAÈDRE PENTAGONAL. 


Jcosaedre 
Fig. 33. 


gles équilatéraux, dont les sommets P sont des 
axes quinaires (au nombre de 6), dont les cent 
res Q sont des axes ternaires (au nombre de 
10), enfin dont les milieux des côtés sont des 


On obtient le solide représenté par la fi- 


La combinaison : p—3, g—=5, rentre dans 
la précédente; on joint par des arcs de grand 


cercle les pôles Q des triangles précédents. On 
obtient 12 pentagones réguliers dont les sommets sont des axes 


quinaires (fig. 34). 


mes éléments de symétrie : 
GLS AO SAS EC 


polyèdres (non réguliers) 
trie est : 


GE * VOE 


Ils n’ont ni centres, ni miroirs. 


Dodersede pentzgonal 


Fig. 34. , 
d'intérêt en Cristallographie ($ 59). 


158, 


On démontre qu’il peut exister d’autres 
dont la symé- 


37. Polyèdres quaternaires : combinaisons d’axes. 


1. — La combinaison DU 


Ces deux polyèdres admettent les mé- 


Ÿ 


Les polyèdres décemternaires n’ont pas 


4, q—3, donne huit triangles sphé- 


riques trirectangles équilatéraux. Les sommets P sont les som- 


mets d’un octaèdre régulier (fig. 35) 


et les pôles d’axes quater- 


naires. Le nombre de ces pôles est six; donc il existe trois axes 
quaternaires. Les huit centres Q de ces triangles sont les pôles de 


{ 
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quatre axes ternaires. Enfin les douze points M, milieux des : 
côtés, sont les pôles des axes binaires. 
La combinaison d’axes qui résulte de cette disposition est : 
JA, AL, 6L. 


2°. — La combinaison : p—3, g—4, donne six carrés 
sphériques qu'on obtient en joignant les 
points Q par des arcs de grands cercles. 
Nous savons que les pôles P peuvent 
alors n'être que des axes binaires. On ob- 
tient la combinaison d’axes : 


3A  4L,. 


Il ne peut exister d’autres axes binaires. 
En effet pour ne pas multiplier les axes 
ternaires, ces axes binaires devraient. 
avoir leurs pôles aux points M, au milieu 
des arcs joignant les pôles des axes ter- 
naires. Mais la présence de ces axes binaires rend quaternaires 
les axes de pôles P. Il n’existe pas d’autre combinaison admissible. 

3. — La combinaison : p—3, q—3, correspond au tétraèdre 
régulier inscrit et rentre dans la précédente. Les pôles P et Q 
sont superposés. Il n’existe que quatre axes ternaires. 

Les pôles P correspondent, par exemple, aux sommets du 
tétraèdre, les pôles Q aux points diamétralement opposés. 


P 


M 


M 


P 
Fig. 35. 


38. Polyèdres quaterternaires. 

1° — ComBiNaIsON D’AXES : 3A, 4L,. 

On peut supposer que les axes existent seuls (groupe 17). 

Nous notons A les axes binaires pour rappeler qu’ils occupent 
la place des axes quaternaires dans l’autre combinaison. 

Le tétraèdre régulier a bien les axes de ce groupe, mais 1l 
admet en plus six ‘plans de symétrie passant deux par deux par 
les axes A. 

Il appartient donc au groupe 19 dont il constitue le type. 

Si nous ajoutons un centre, les axes À étant pairs, nous intro- 
duisons des miroirs II normaux à ces axes. D'où le groupe 18 
dont le type est un dodécaèdre pentagonal. 

2, — ComBiNaisoN D’AXES : 3A, 4L, 6L. 

Deux groupes possibles. 

Si les axes existent seuls, on a le groupe 20. 

. Si l’on suppose un centre (groupe 21), on a la symétrie com- 
plète du cube. | 


39. Groupe à plan de symétrie alterne ou à axe de se- 
conde espèce. 
Ce groupe a fait plus de bruit que les 23 autres réunis; “ n’a 
cependant aucun intérêt expérimental. 
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1°. — Supposons un plan de symétrie alterne d'ordre pair: À... 


D'ordre 2 il produit le même effet qu’un centre de symétrie. 

Supposons-le donc d'ordre supérieur à 2. 

Prenons le miroir alterne pour plan du tableau. 

Partons d’un point a(A) à la distance 2 de l’une des faces du 
tableau ; nous obtenons successivement des points de notations : 


af—h), ajfh)}, af—h),… 


L'ordre étant pair, nous obtenons tous les points distincts en 
un seul tour; le dernier point coïncide avec le premier. Mais la 
fig. 36 montre que la disposition des points diffère suivant que 
24 est seulement divisible par 2 (6, 10, 14,...), ou est divisible. 
par 4 (4, 8, 12,...). 

Dans le premier cas (axe sénaire par exemple), nous avons l’i- 


dentité : No Al; 


l'axe sénaire de seconde espèce vaut un axe ternaire ordinaire. 
associé à une inversion (classe 3Ci). 

Dans le second cas nous avons une symétrie spéciale qui ne 
peut se ramener à des éléments ordinaires. Il n’existe en effet 
ni plan de symétrie coïncidant avec le tableau, ni centre d'inver- 
sion. Il n'existe pas davantage de plans de symétrie passant par 
l'axe, parce que rien ne nous empêche de prendre un second 


point & placé n’importe comment par rapport à &, ce qui détruit 


les plans de symétrie normaux au tableau que possède la fig. 36, 
à droite. 

Comme les classes ne peuvent avoir d’axes d'ordre supérieur 
à 6, les axes de seconde espèce ou les miroirs alternes ne peu- 
vent fournir qu’une seule classe distincte, la fameuse classe 
4c=S,, où l’axe est quaternaire. , 

2. — Supposons un plan de symétrie alterne d’ordre impair : 
ATTESS 
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Il joue le rôle d’un axe ordinaire de même ordre, associé à un 
.__ plan de symétrie normal. 
À En effet à partir d’un point a(h), nous biouëns des points 
*  angulairement distants de a—2x: 7, et de notations : 
E M4, a ah) aff}. 

Si » est impair, nous trouverons un point a (— 7) angulaire- 
ment distant de a de 27 ou de 0, à partir duquel nous pourrons 
faire un second tour; les points qui correspondent aux deux 
tours, sont symétriques par rapport au plan II normal à l'axe: 
d’où : A 


40. Tableau des 24 groupes de polyèdres. 

Voici les 23 groupes dé Bravais obtenus en n’admettant pour le 
classement comme éléments de symétrie que des axes de pie 
mière espèce, des miroirs et un centre. 

Comme je le dis au $ 29, le tableau suivant ne due que les 
- axes et les miroirs o7 due. mais il existe des axes de seconde 
espèce ou des miroirs alternes qui sont compatibles à avec les élé- 
ments de symétrie he (voir le $ re 


à Polyèdr es asymétriques | pas d'éléments de symétrie. 1 
+ Cr. 2 

Polyèdres dépourvus d’axes D 3 
bee 4 

| Polyèdres possédant un axe DATES eee 5 
principal d'ordre pair CRU NPA EE ee 6 
4 n GP nEe 7 
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L 29L 2qP . à 
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; 3A 4L,. . 17 
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Le 24° groupe a pour symbole À,, où g est pair. 

Îl possède un plan de symétrie alterne d'ordre divisible par 4, 
ou, si l’on veut, un axe de symétrie de seconde espèce d’ordre 
divisible par 4. 

RAPPEL DES NOTATIONS. 

Il existe un axe principal quand un seul axe est d'ordre supé- 
rieur à 2. On le représente par A. 

Quand plusieurs axes sont d'ordre supérieur à 2, ce sont les 
plus élevés qui sont notés A. 

Le plan de symétrie normal à l’axe À est noté Il; les autres sont 
notés P. Quand les axes binaires ne sont pas de même espèce, on 
les distingue en écrivant L et L'; les plans de symétrie normaux 
à ces axes sont notés P et P’. 


41. Exemple simple des groupes pour un axe quater- 
naire. 

Réalisons des exemples des six groupes 4 à 9 et 24 du tableau 
pour un axe quaternaire. Intentionnellement les figures ne repré- 
sentent pas des polyèdres convexes. En effet nous avons pris le 
mot polyèdre pour désigner un assemblage quelconque fini de 
points pouvant figurer les sommets d’un polyèdre. 

Au nom du groupe nous ajoutons le nom de la classe définie 
plus loin ($ 86). 

GROUPE 4. SYMBOLE À,. CLASSE 4C. TÉTARTOÉDRIE. 

La figure 37 représente la combinaison de points correspon- 

4 


CS 


_ Groupe & Groupe 5 | Groupe 6 
Tétertoedrie Zemieorre a faces Aermiedrre holosxe 
A garalle/es C,II 2L,2L 
Fig. 37. Fig, 38. Fig. 39. 


“ 


dants. Il n’y a comme élément de symétrie qu’un axe quaternaire. . 
GROUPE 5. SYMBOLE A,, C, IL. CLasse 4Ci. HéMréDRIE PARAMORPHE. 
Il n'existe pas de miroir passant par À,, vu la rotation des flè- 
ches dans le même sens pour chacune des figures planes. Si on 
regarde la figure 38 en se plaçant au loin sur l’axe principal, le 
sens de rotation des flèches n’est pas le même suivant le bout de 
l'axe sur lequel on se trouve. Donc en changeant le sens des flè- 
ches on n’obtiendrait pas un assemblage différent du premier. 
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Groupe 6. SymBoze À, 2L 2L'. Casse 4D. HÉMIÉDRIE HOLOAXE. 
Pas de miroir passant par l'axe (fig. 39), vu la rotation des fle- 
ches dans le même sens pour chacune des figures planes. 

Deux des quatre axes binaires sont parallèles aux droites joi- 
gnant les centres des flèches; les deux autres bissectent les 
angles formés par les premiers. 

Quand on se place au loin sur axe principal, d’un côté ou de 
l’autre, on voit les flèches de la figure plane la plus rapprochée 
tourner dans le sens des aiguilles d’une montre; les flèches de 
la figure plane la plus éloignée tournent en sens inverse. 

Donc en changeant le sens des flèches, on obtient une figure 
non superposable à la précédente énantiomorphe par définition. 

Groupe 7. SymBoze À, 2P 2P. Crasse 4e. HÉMIÉDRIE HÉMI- 
MORPHE. : 

On vérifie (fig. 40) qu’en changeant le sens des flèches, on 


Groupe 7 Groupe 8 °° Groupe 9 
Anthèmedre Formefoloedre Zorme holoedre 
2P2P1 2L2LC2P2PT &LS &P2 

Fig. 40. Fig. 41. Fig. 42. 


n'obtient pas un assemblage différent du premier, sauf sa posi- 
tion accidentelle dans l’espace. 

Les deux bouts de la figure sont constitués différemment. 

Groupe 8. SymBoLe À, 2L 2L’ C2P'2P II. Casse 4D7. HOLOÉDRIE. 

Les axes binaires (fig. 41) sont dans les miroirs passant par 
l'axe principal. ; 

Groupe 9. SYMBOLE À, 4L 4P7. 

L’assemblage est représenté figure #2. ee 

Les quatre plans P passent par les quatre droites horizontales. 

Les axes sont bissecteurs des angles plans des dièdres. 

Groure 24. SymBore À,. CLASSE AC. MON 

Il suffit de prendre n'importe où une autre petite droite verti- 
cale initiale et de la multiplier par tous les éléments de symétrie 
du groupe précédent : on supprimera ainsi les plans et les axes 
de symétrie dans la figure résultant de la superposition des deux 
figurés 42 obtenues. Il ne reste qu'un plan de symétrie alterne 
d'ordre 4, ou un axe de seconde espèce du même ordre. 
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42. Axe de révolution. PE 
Un axe de révolution AÀ_ doit être considéré comme pair. 


Les points sont placés sur des circonférences situées dans des 


plans perpendiculaires à l'axe; pour donner plus de généralité à 
nos représentations, nous devons fixer un sens de circulation sur 
ces circonférences. 

GROUPE 4. : 

Un système quelconque de circonférences perpendiculaires à 
l’axe ne possède ni centre, ni axe binaire. 

Si les circonférences ont un sens de circulation, il n’y a pas de 
plan de symétrie passant par l’axe. 

Le symbole se réduit à À. 

GROUPE 5. : 

Tout en maintenant un sens de circulation sur les circonfé- 
rences (ce qui élimine les miroirs passant par l’axe), nous pou- 
vons choisir le système de circonférences de manière qu’il existe 
_un centre C. Il existera alors nécessairement un miroir If normal 
à l’axe ($ 11). Le symbole est : À_ CII. 

Exemple : cylindre tournant, vecteur axial. 

GROUPE 6. 

Maintenons un sens de circulation sur les circonférences et 
choisissons leur système de manière qu’il y ait un axe binaire nor- 
mal à l’axe principal. Corrélativement il existe une infinité d’axes 
qui sont naturellement de même espèce. Le symbole est À. L. 

Exemple : cylindre régulièrement tordu, vis cylindrique. 

Il y a deux formes non superposables : on peut tordre dans 
deux sens différents. 

GROUPE 7. 


 Pourintroduire des plans de-symétrie, il faut supprimer les sens : 


de circulation. Nous ne voulons ni centre, ni axe de symétrie; le 
solide ne doit pas être fait de même suivant les deux bouts: 
autrement dit, l’axe principal ne doit pas étre doublé. 

Le symbole est: À. æ P. : 

Exemple : tronc de cône; généralement un solide quelconque de 
révolution ; vecteur polaire. 

Groures 8 et9. | | 

Ils se confondent évidemment, car les axes binaires et les 
plans étant en nombre infini, il n'y a pas à distinguer si les axes 
alternent avec les miroirs ou sont dans les miroirs. 

Le symbole est : À. æ L C æ P II. 

Exemple : un cylindre terminé par deux sections droites. 


48. Remarque sur le nombre des polyèdres d’un même 
groupe. 
1°. — Dans chaque groupe possédant un axe principal, il y a 


autant de sous-groupes qu’on peut prendre de valeurs différentes 


pour q, de 1 à w. 


ie 
4 
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Chaque sous-groupe peut lui-même se diviser en groupes du 
troisième ordre dont les différentes formes, en nombre infini, peu- 
vent être dérivées d’un polyèdre type. | 
Expliquons ces propositions. : 
Dans le groupe 8, prenons les polyèdres de symbole : 


AA LCD OIL 


Le polyèdre type du sous-groupe est un prisme droit à base 
carrée. Tout en négligeant les dimensions absolues, nous créons 
une infinité de prismes droits à base carrée en modifiant le rapport 
de la longueur du côté du carré, à la longueur des arêtes latérales. 

Toujours dans le groupe 8, considérons le sous-groupe : 

CS RUE RON D A Or LE 

Le polyèdre type est un prisme droit à base rectangle ou à base 
rhombe. Nous trouvons deux infinités de groupes du troisième 
ordre en modifiant les rapports des longueurs de deux espèces 
d’arêtes à la longueur de la troisième. | 

2. — Considérons un groupe du troisième ordre. 

Dans chaque groupe du troisième ordre existe une infinité de 
polyèdres qui peuvent se déduire d’un polyèdre type. 

La proposition est fondamentale; mais comme elle sera déve- 
loppée au long du chapitre VI, je n’insiste pas. 


CHAPITRE III 


RÉSEAUX 
(SEPT: SYSTÈMES, QUATORZE MODES) 


44. Définition des réseaux (Bravais). 
1°. — Des points géométriques distribués suivant un réseau! 
sont aux sommets de parallélépipèdes identiques, parallèles entre 
eux, accolés (systématiquement empilés). | 
Pour réaliser l’empilement, on pose sur un plan une couche de 
parallélépipèdes de manière à ne laisser aucun vide et à faire 
coïncider les sommets quatre par quatre. On superpose ensuite 


les couches de manière que les sommets de deux couches consé- 
cutives coïncident. 


Le réseau est l'ensemble des points formant les sommets (ils 
coincident huit par huit). 


Les points sont les nœuds du réseau; 
les droites qui passent par deux nœuds, sont les rangées ; 


1. Bravais comparait les plans réticulaires à des filets, d’où le nom de réseaux qu'il leur 
donnait. Les points qui sont aux sommets des mailles planes, étaient donc les nœuds des 
cordes du filet. Il appelait assemblage le système des points dans l’espace, ce qu’aujour- 
d'hui nous appelons reseau. 

Nous conserverons le mot assemblage pour désigner un sysième de points géométriques 
ou matériels régulièrement distribués dans l'espace, mais qui ne sont pas nécessairement. 
aux sommets de parallélépipèdes empilés. Le réseau est donc un assemblage; mais il 

xiste des assemblages qui ne sont pas des réseaux. 
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les us qui passent par trois nœuds, sont les plans réticu- 
aires; 

le parallélépipède générateur est la maille. 

Nous définissons par construction trois systèmes de rangées et 
trois plans réticulaires. 

Mais il existe une infinité de rangées et de plans réticulaires. 
Une infinité de parallélépipèdes différents peuvent servir de 
maille génératrice et fournissent le même système de points. 

2. — De la constitution du réseau découlent les propositions 

suivantes. 

Toute droite qui passe par deux nœuds (rangée), passe par une 
infinité de nœuds. 

Tout plan qui passe par trois nœuds (plan réticulaire), passe 
par une infinité de nœuds. 

Toute droite parallèle à une rangée et qui passe par un nœud, 
est une rangée. 

Prenons un nœud pour origine des vecteurs; la résultante de 
plusieurs vecteurs quiaboutissent à des nœuds, aboutit à un nœud. 


45. Éléments limitrophes et conjugués. 

Deux rangées parallèles sont limitrophes lorsqu'elles ne lais-' 
sent pas de nœuds entre elles. 

Deux plans réticulaires parallèles sont Zëmitrophes lorsqu'ils 
ne laissent pas de nœuds 
entre eux. 

Deux rangées sont con- 
Juguées lorsque le système 
de parallélogrammes 
construit sur elles ren- 
ferme tous les nœuds du 
plan qu’elles déterminent. 
Par exemple (fig. 44), les Big 
rangées OA et OB sont 
conjuguées; les rangées OA et OC ne les sont pas. 

Un plan réliculaire est conjugué d’une rangée, lorsque le 
réseau construit avec les nœuds du plan et de la rangée renferme 
tous les nœuds du système. 

Même définition pour trois rangées conjuguées. 

On appelle plans conjugués les plans déterminés par trois ran- 
gées conjuguées. 


0) Re À 


. 


A6. Étude analytique d’un réseau. 
1°. — Prenons un nœud pour origine des coordonnées, et 
commeaxes de coordonnées (généralement obliques) trois ran- 
gées conjuguées. 
Soit a, db, c, les distances de deux mauds consécutifs sur Ox, 
Oy, OZ. 
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Tout nœud a pour coordonnées : LR 
MA; -H0s ST DC; 

m, n, p, sont des nombres entiers. 


Pour ne pas traîner les paramètres a, b, €, convenons de mesu- 
rér les longueurs : 


- 


avec l’unité 4, sur l’axe Or, 
b, O7. 
E* Oz. 


Fig. 45. 


Les coordonnées numérignes d’un nœud sont : 
T=mM, \Y=n; Z=—=p, 


Tout nœud a pour coordonnées trois nombres entiers quelconques. 
2°. — EQUATIONS DES RANGÉES. 


5 2 , Q . È ñ à =. : 
Une rangée quelconque passant par l’origine a pour équations : 


el. 0 


Les entiers », n, p, supposés premiers entre eux, sont les carac- 
térisliques de la rangée. | A 


4 


. 
2 
1 
(s 
<- 
4 
), 
3 
3 
4 


=. 
k 
; 
È 
, 
# 


" 


pi ler Si 
an 


_ ma; nb, pe, définissent alors les coordonnées du pr 


À de la rangée dont OA est le paramètre. 
Une formule connue donne : 


emier nœud 


e a —OA 
=VRd + n°0? + p?c? fe Imnab cos y + 2rpbc cos a + 2pm ca cos 6. 
Les axes ont pour caractéristiques : | 
Ox (100), Oy (010), Oz (001). 


En effet pour que l'équation (1) reste satisfaite, on ne peut faire 
n—p=—0, sans poser simultanément y—z—0, 
Une rangée parallèle à (1) a pour équations : 


Helen ep, (2) 
m n Dern 


Les entiers »,, n,, p,, sont les coordonnées d'un nœud par 
lequel passe la rangée. 


On peut écrire les‘équations (2) sous la forme : 


R&—py=M, pr—mz—N, My=nx—=P; 
M=ap,—pn,  N—pm,— mp, P=—mn,—nm.. 
Ce sont des entiers. 
3°. — RANGÉES LIMITROPHES ET CONJUGUÉES. 
Déux rangées du plan zy qui ont mêmes caractéristiques, n, 
p, Sont limitrophes quand les M qui leur correspondent diffèrent 


d'une unité; car M, qui doit être entier, ne peut avoirune moin- 


dre variation. PS 
_ Deux rangées qui ont pour équations : 


P n° P° LE 
sont conjuguées dans le plan zy, si l’ôn a : 


np —np=+l. ee (2) 
En effet la rangée limitrophe de la première de ces rangées a 
pour équation : : 
nz— py =+1. (3) 
Le premier nœud de la seconde rangée a pour coordonnées : 
PO 


I doit être sur la rangée limitrophe (3); d'où la condition (2). 


47. Plans réticulaires. 
1°. — L’équation d’un plan réticulaire passant par l'origine 


(nœud par hypothèse) est (les coordonnées sont linéaires) : 
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de er +s2—0 (4) 


q, r, s, Sont des entiers Chess rationnels), 
Écrivons en effet que le plan passe par lesnœuds de coordonnées 


ma, nb, pc—m'a, n'b, p'e: 
qm + rn + ee gm'+rn + sp —0; 
SE Sr à $ 
np —pn pm! — mp mn nm 

Les dénominateurs de ces fractions sont des entiers; si donc 
est entier, il en est de même pour ets. 

Sig,r,s, sont pr emiers entre eux, ce sont les caractér istiques 
ou indices du plan; sinon on les divise par leur plus grand com- 
mun diviseur. 

Translatons le plan (1) de manière qu’il passe par le nœud, 
m'a, n'b, pc: \ 


va Z 22 [/4 Es 
ge +rp+se=qn + re" + sp'=K; (2) 


K est entier : le plan (2) estréticulaire si g,r,s, K, sontentiers-: 

2, — PLANS RÉTICULAIRES LIMITROPHES ET CONJUGUÉS. 

Deux plans réticulaires parallèles (mêmes caractéristiques grs) 
sont limitrophes si les K correspondants (qui sont entiers) diffè- 
rent le moins possible, par conséquent d’une unité. 

Une rangée est évidemment conjuguée du plan (1) si elle va de 
l'origine à un nœud du plan limitrophe de (1). 

Soit ma, nb, pe, les coordonnées de ce nœud; mnp sont les 
caractéristiques de la rangée; d’où la condition : 

mq-+nr+ps—=2#?l. 

3. — CHANGEMENT D'AXES DE COORDONNÉES. 

Prenons pour nouvel axe Ox" la rangée mnp. 

Explicitons les paramètres ; ses équations sont : 


Sue RE à eue U. (1) 
ma nb pe 
Le plan réticulaire de caractéristiques g/'s le plus voisin de l’o 
rigine (K—1) a.pour  . 
q= ie ra AL ie (2) 


Substituons (1) dans (2) : 
(mg + nr +ps)u—1. 
La trace P de Ox’ sur le plan (2) a donc les coordonnées : 
ANATOLE DORE 1 
ma nb pe MmI+nr + ps 
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4 = e PS) ne Ê / ; n 
Pour obtenir la caractéristique q du plan (2) par rapport à Ox’, 
il faut comparer la distance OP à la distance OA qui mesure le 
paramètre a sur Ox’. Or les coordonnées du premier nœud sur 
OA ont pour coordonnées ma, nb, pc. D'où : 


de 
OA mqj+nr+ps? 


Pour nouveaux axes 4, y’, z' prenons trois rangées Mnp, Mm'R'p", 
; RU 
m"n"p". Les nouvelles caractéristiques g'r's" du plan grs sont : 
/ 


F ë ; { 
RM RTE DS =mqEnrEpS, sm HntrEps. 


48. Zones. 
_ 4°. — Lorsque les intersections de plusieurs plans réticulaires 
sont parallèles, ils forment une zone. 
Une zone est définie par son axe, droite passant par l’origine 
el parallèle aux intersections. ; 


. Soit g,r,s, etg,r.s, les caractéristiques de deux plans de la zone; 
leur intersection satisfait aux équations : 


par suite : °g'—mQ +nr+ps. 


- : Prado als dupe Ji AS 
L’axe de la zone a pour caractéristiques : 
Mrs Si R—S,Q; — GiSs P lee aide 

mnp étant entiers, l'axe de la zone (plus généralement l’inter- 
section de deux plans parallèles à deux plans de la zone) est 
parallèle à une rangée si elle passe par un nœud. 

REMARQUE. 

Les formules du $ 47 pour le changement des axes de coordon- 
nées impliquentseulementquelesnouveaux axes sont des rangées. 

En pratique à partir de premiers axes qui sont des arêtes du 
cristal (par suite des rangées), on détermine un certain nombre de 
faces. Sil’'on croît utile de changer les axes, pour être sûr que 
les nouveaux axes sont des rangées, on les choisit parallèles aux 
axes des zones existant sur le cristal. Les paramètres #np, m'np', 
m'n"p”, sont alors les caractéristiques des axes de trois zones. 

Ce fait ne leur donne pas des propriétés particulières : ce sont 
des rangées analytiquement quelconques du réseau. 

RÈGLE MNÉMONIQUE. = Hate 

On donne les caractéristiques de deux plans g,/,5,, gar28,; pour 
calculer celles de son intersection, on écrit les caractéristiques 
données les unes sous les autres en commençant par les secondes 


lettres : 


li S4 Un r S4 


Pa $, ds 7, #5, - 
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on multiplie en croix en changeant le signe du second produit : 


SE St R—S,4,—S;Qs PE 
Quand il s’agit d’une demi-droite, il est plus simple de faire 
une figure pour savoir s’il faut prendre mnp, ou ces quantités 
changées de signes. ee / 
2. — Connaissant les caractéristique ”#np de l’axe d’une zone, 
on vérifie immédiatement l'exactitude des caractéristiques grs 


te 


d’une face qu’on sait appartenir à la zone. 
La condition pour que la droite : 


ne 

MM Ep. 
soit dans le plan : qz + ry + sz—=0, 
Este mg + nr + ps—0. 


L'importance des zones tient à ce qu’il est facile de vérifier si 
plusieurs faces réfléchissantes d'un solide sont en zone. Montons- 
le sur la platine d’un goniomètre de manière que l’axe de zone 
soit parallèle à son axe de rotation. Par rotation on amène suc- 
cessivement la réflexion à se faire sur les faces de la zone, 
‘comme pour les faces d’un prisme dans l'expérience ordinaire de 
la mesure des indices. 

Par définition toutes les faces d’une zone se coupent suivant 
des droites parallèles. Inversement si un dessin correct montre des 
intersections parallèles, et si nous connaissons les caractéris- 
tiques de deux des plans, nous avons une relation à laquelle satis- 
font les caractéristiques de tous les autres. 

Dans son mémoire fondamental sur les zones Lévy discute 
certains résultats antérieurs, sans aucune mesure, rien qu’en sup- 
posant les dessins corrects. 

_ Trois faces gr, Isla. Qsl'S,, SOnt en zone si le déterminant 
suivant est nul : 


gi Fa Si 
Ba Me 80 
VE) ru S3 


Elles sont donc en zone si l’on a : 
9, —=Ag,+Bq, TÉRAr, Br = As B's, ; 


, A et B sont deux entiers quelconques positifs ou négatifs 
En effet les surfaces : | 


WCT, Y,2)=0, WT, Ys2,) 0; AY, + By,—0, 
ont même intersection. | 


48 bis. Complication des caractéristiques. 
1°. — Nous venons de trouver que la face grs est en zone avec 
les faces grss,, g,r:8,, quand on a : . 


: A 
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Q— AG + Bqs PAT +R", s—As,+Bs; (1) 


À et B sont des entiers quelconques positifs ou + 
La condition, (1) peut s’écrire : 


A(g,r,s,) 4 B(g,r,5,). 
En particulier elle est satisfaite pour : 
; : grs=qus ARTE 
- Nous sommes donc certains es des faces en zone avec 
. deux faces données en ajoutant ou en retranchant leurs caracté- 
ristiques multipliées par des entiers quelconques. Inversement 
deux faces sont en zone avec une troisième si nous pouvons 
découper ses caractéristiques de manière à faire apparaître les 5: 
caractéristiques des premières multipliées par des entiers quel- 
conques. Par exemple :  211—100+111, est dans la zone 
«léterminée par 100 et 111. 

Quand ce découpage est possible de plusieurs manières, la 
face SRRATHERT à plusieurs zones. Par exemple on a : 


211 100 14112110 101210: 001. 


gs 


2°. — Partons de deux faces gs, gs. : ; 4 
Il est facile de voir que la face : 
GTS, + GS (a) 
tronque l’arête commune aux deux faces 1 et 2, tandis que la 
face : $ 
Qrs= qu 17 Jal'aSa ES 
se trouve dans l’angle formé par les faces Let2 - * (b) 


Si les faces 1 et 2 sont cristallographiquement équivalentes 

(nous apprendrons plus tard ce que cela signifie) les faces (a) et 

(b) sont rectangulaires et bissectent les angles intérieurs et exté- 

rieurs des faces Î et 2. 
Evidemment celte règle n’a plus de sens pour le système tri 

clinique puisque les faces équivalentes sont parallèles. 
3. — COMPLIGATION DES CARACTÉRISTIQUES. EUR 
Les allemands appellent complication le fait d'obtenir les 

indices d’une face en additionnant les indices de deux autres 

faces respectivement multipliées par des entiers. Si ces faces 

sont parmi les plus importantes, 1] y a chance d'obtenir par ce 

moyen une série de faces fréquentes. : 
Par exemple avec les faces 100, 010, on obtient les séries : ; 


HS Fi 100, 110, 010. 
| 00 2400/1410 120. ...010 
2100 010 : 210, 220 110-290, 120,. 430, 010, 


Toutes ces faces sont en zone avec 100, 010; il est vraisem- 


a at A Qt 0 A DE Le Lo ci SAS nt SR à di 


Le 


RCE NA 
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blable que les plus fréquentes ont les caractéristiques les plus 
simples. Toutefois certains termes de ces séries peuvent manquer. 

Rien n'obligé à commencer ou à terminer les séries par les 
faces de caractéristiques les plus simples 100, 010, 001, 111. 
En tout cas ce mode de classement des faces permet souvent de 
simplifier la description des cristaux. 

N. B. Tout ce qui précède s’applique à la notation à 4 caractéris- 
tiques (voir plus loin), puisque la quatrième ne sert qu’à montrer 
la symétrie! | 


49. Règle des zones. 
Soit deux zones définies par les caractéristiques ‘np, m'np', 
de leurs axes. 
Le plan QRS qui appartient simultanément aux deux zones, est 
parallèle à leurs axes. Ses caractéristiques satisfont aux équations : 


Q te s 


RD —pR pMm—mMmp  mMmR—nMm 

elles sont en rapports rationnels. D’où /a règle dés zones (Lévy). 

Tout plan contenu dans deux zones est parallèle à un plan réti- 
culaire; s'il passe par un nœud, c’est un plan réticulaire. 

En style moins pompeux tout plan qui passe par deux rangées, 
est un plan réliculaire; tout plan qui passe par deux arêtes, est 
une face possible. | 

En fait la règle est excellente comme permettant précisément 
d'assurer, à partir des faces réelles, que deux droites sont des 


rangées, que par suite le plan qu’elles déterminent est une face 
possible, sinon réelle. 


Quand un plan appartient à deux zones connues, ses caracté- 


ristiques sont déterminées sans aucune mesure. 


50. Aires des parallélogrammes et volumes des mailles. 

1°. — L'aire S du parallélogramme construit sur les nœuds de 

deux rangées conjuguées quelconques d'un plan réticulaire quel- 
conque est indépendante des rangées choisies. CPE 


Limitons par une courbe fermée C quelconque une aire Z com- 


prenant un très grand nombre N de nœuds. Quelle que soit la 
manière de décomposer le plan en parallélogrammes, si les ran- 
gées sont conjuguées (si aucun nœud ne reste à l’intérieur des 
parallélogrammes), le nombre N de ces figures est égal au nom- 
bre N des nœuds, à une erreur rélative près qui diminue à me- 
sure que l'aire Ÿ est plus grande: elle vient de ce qu’il y a des 
parallélogrammes incomplets au voisinage de la courbe C. 

L’aire de chaque parallélogramme : S=Z:N, est donc 
indépendante du mode de décomposition. : 

La conclusion est rigoureuse, car les aires S sont des quantités 
bien déterminées. Nous démontrons que pour deux décomposi- 
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tions différentes, elles diffèrent aussi peu que nous voulons : 
donc elles sont égales. 
Le volume d'une maille quelconque, ne comprènant des nœuds 
qu'à ses sommets, est indépendant du mode de décomposition. 
Dans la démonstration précédente on remplacera courbe et aire 
par surface et volume. ; 


. fig. 46. 


51. Maille simple, maille multiple. 

4°, — La maille simple est un parallélépipède ne contenant des 
nœuds qu’à ses sommets. , 

La maille multiple est un solide non nécessairement parallélépi- 
pédique avec lequel on peut remplir l’espace 'sans vide; il con- 
tient des nœuds autre part qu'à ses sommets. 

Le rapport Q, : Q du volume Q, de la maille‘multiple au volume 
_Q de la maïlle simple est rationnel. 

Dans les cas usuels Q, est un multiple de Q. 
Pour calculer Q,, on procède comme au $ 50. On prend un volume 
V assez grand qui contient N nœuds. On compte le nombre » 
(entier ou fractionnaire) de nœuds qui appartiennent à chaque 
maille. Le volume Q, est (avec une approximation d’autant plus 
grande que V est plus grand): 2% 


DÆ=NPEN 
D'où exactement : UV Ce 
%. _—_ Pour calculer v on appliquera les remarques suivantes. 


Les nœuds sommels appartiennent à 8 mailles adjacentes; les 
8 nœuds sommets valent ! nœud. 
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Les a nœuds qui sont sur les arêtes appartiennent à 4 mailles 
adjacentes; ils valent a: 4 nœuds. 

Les fnœuds qui sont sur les faces (hors des arêtes et des som- 
mets) appartiennent à deux mailles adjacentes; ils valent f:2 


nœuds. 
Les i nœuds qui sont dans la maille valent : nœuds. 


D'ou : ot Pie 


COROLLAIRES. js | 
Le volume de la maille centrée (en dehors des nœuds sommets 


il n'existe qu’un nœud au centre de la maille) est double de celui 
Q de la maille simple. 

Le volume de la maille & faces centrées (en dehors des nœuds 
sommets il n'existe des nœuds qu’aux centres des faces) est qua- 
druple de Q. ( 

Si la maille est un prisme hexagonal à base centrée, chaque 
nœud sommet appartient à six prismes; il y en a douze : donc en 
tout deux nœuds. Chaque nœud de base appartient à deux 
prismes; il y en a deux : donc en tout un nœud. 

D'où y—3: le volume de la maille multiple hexagonale est Le 
triple du volume de la maille simple. 
3. — APPLICATION. Ç 3 

En joignant un nœud à trois nœuds adjacents d’un plan réticu- : 

8 laire limitrophe; nous formons 
une pyramide triangulaire dont 
lé volume « est le sixième de Q. 

À partir des sommets À et B 
d’un parallélépipède quelconque 
formons deux telles pyramides: 
la somme de leurs volumes est 
Q:3; par suite le volume de la 
double pyramide quadrangulaire 
qui reste, est 2Q :3. 

Supposons les trois arêtes is- 
sues de À égales et formant une 
| pyramide régulière : le parallé- 
lépipède devient un rhomboëdre. : 

Posons AB—2:.; appelons : l'aire de base des pyramides trian- 
gulaires; il est facile de voir que leur hauteur est 2:,:3. D'où : 


/ 


- Fig. 47. 


* 


o—267,:9,, Q—6y—407;:3. 


Si les arêtes sont trirectangles, le rhomboëdre devient un 
cube. Soit / la longueur de ses côtés. On a : à | 


22. —1V3, che —l:06—=Q:6: 


Le De tn ei de ‘ét, 


1 
à 
; 
i 
à 
Æ 
4 
4 


_ angles 0, 6, +. Les angles dièdres correspondants sont &, 6’, y. 


que on a : 
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52. Expression analytique du volume de la maille. 
Les: trois rangées de paramètres à, b, c, font éntre elles les 


L’aire de la base de la 
maille construite sur les 
longueurs a, db, c (base 
prise dans le plan xOy) est 
ab sin +. 

Du point A tel que OA 
— C, abaissons des perpen- 
Desliites AC sur la b:se, 
AB sur Oy. On a : 


AB—c.sin CA 
AC—ABsing 


—csin «.sinf. 


Posons : abc—=w; on a : 
Q— w Sin sin -.sin £' 
— w Sin sino.siny 


—w Sin y.sin f. sin a. 


Dans le triangle sphéri- 


Fig. 48. 


+ 


COS B— cos a.cos + + sin &.sin y.Cos (. 


Tirons cos f/ de cette équation, transportons dans la première 
expression de Q; on trouve : 


Q—abcV/1—cos" «—cos°8 — cos? y +2cosacosf cos 


. C’est le volume de la"maille simple. 
Du $ 50 résulte que la distance À (qrs) de deux plans réticu- 
laires limitrophes de symbole qrs est en raison inverse de l'aire 
du parallélogramme du plan réticulaire. On a en effet : 


Afars}S (grs) = Q. 
20, — APPLICATION AUX DIVERS SYSTÈMES. 


Les axes sont rectangulaires pour les systèmes cubique, ne 
dratique, orthorhombique; ona:  Q—abc. 


_ Pour le système cubique ue 
quadratique  a—b. 


Pour le système hexagonal, il est commode de prendre les axes 
horizontaux à 120° lun de l’autre 


A0. a—=f—90°, 120: rs 
Q—æcv3:2. 
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Pour le système rhomboédrique, en prenant les côtés du rhom- 
boèdre comme axes, on 1 : , 


== bc: GT 


Q—c° V1 —3 cos? a + 2 cos x. 


Pour le système monoclinique, les axes horizontaux font un 
angle ; quelconque; l’axe des z leur est normal : 


Q—abcsin. 


Il n’y a pas de simplification pour le système triclinique. 


53. Rappel de quelques formules. : 

Etablissons deux formules classiques (fig. 48 et 49). 

1°. — LonGUEUR OP EN FONCTION DE SES PROJECTIONS. 

Soit x, pu, v, les angles que fait OP avec les axes de coordon- 
nées. Projetons le polygone OABP sur les axes et sur OP. 
_ Posons OP — : > (es 
lcos\ x + ycos,+zcosf, 
[cos u—xcos y + y +zcosa, 
lcosy—xcosf +ycosa+z, 
l=— x cos} + y cos y + z cos ». 


Fig. 49. 


Des trois premières équations tirons cos}, cos du, COSy; trans-. 
portons dans la quatrième : 


Pa + y + 2° + 2yz cos a LE I2zrcos 8 + 2x y cos y. 
2°. — AIRE S EN FONCTION DES AIRES DÉCOUPÉES SUR LES PLANS 
COORDONXNÉS. 
Les aires se projettent comme des vecteurs menés normale- 
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ment à elles et dont les longueurs sont proportionnelles à leur 
mesure 
Pour Dale l'aire S (fig. 49. à Axoite) en fonction des aires X, 
Y, Z, des triangles qui lui correspondent dans les plans coordon- 
nés, il faut considérer le trièdre supplémentaire. 
Nous sommes ramenés au problème RARE : 


ne os 72 INZcos a —2ZY cosb'-2XY co8 y. 


à 


54. Aire de la maille Dies 


1. — Evaluons laire S (grs) de la maille plane dans le plan de 
‘se grs. 


Posons : E£—bcsina, yv—casiné, (— ab Sin y; 
SE, ‘sont les aires des mailles planes dans les plans COOT= 
donnés. ; 
_Le plan de symbole grs limitrophe de l’origine a pour équa- 
tion : 
GE TN OCR 
de 
a 
H coupe les axes aux distances de l’origine a:q, Dir, c:s. 


Par suite les triangles qu'il forme sur les plans coordonnés 
ont les aires 


X—E:9rs, Y—n:25q, L—T:2qr. 
La formule du $ 53 donne pour l’aire du triangle X 


Ar2sq D = QE + 129? + SC —2qrén cos y — 27 Snt cos « 


— IsqtEcos£!. 
Le lemme donne : 
S—%rsg2; d’où la formule cherchée : 
Sqrs)= ge + rn + SC —2qr En cosy “nat COS a’ 
— 2sq{Eë cos €’. | 


2°. — LEMME. 

Du point Q pris sur Oz abaissons une perpendiculaire QR sur 
le plan xOy. 

Si le point Q est à la. distance O0 —c, de l'origine, nous obte- 
nons le volume Q de la maille en posant: Q—ccose.t. 

Si le point Q est déterminé par le plan de caractéristiques grs, 
on a : OQ—c:s. D'où pour le volume limité par ce plan et les 
plans coordonnés + 

PAS  co8e.Z —<cose. — : 
25 25 gr  2sqr" 


A est la perpendiculaire abaissée de l’origine sur le plan yrs. 
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D'autre part soit S l’aire de la maille plane; puisque le plan est 


limitrophe de l’origine, on a ($ 52) : 
SA 0; dou us =vsure 


5°. — De l’expression de S(grs) ne résulte pas que l’aire S est 
d'autant plus petite que les caractéristiques sont plus petites : les 


caractéristiques les plus petites sont 001, 011, 100 et correspon-. 


dent aux faces du trièdre : or rien n’impose que les aires S des 
parallélogrammes dans ces faces soient minima. 

Toutefois l'aire S croît sûrement quand on prend des caracté- 
ristiques très grandes. $ 

Si l’on choisit les faces du trièdre de référence de maniére que 
les aires S soient petites, sinon les plus petites, on peut affirmer 
que toutes les aires les plus petites correspondent aux plans de 
caractéristiques petites. 

4%. — IMPORTANCES RELATIVES DES PLANS RÉTICULAIRES. 

Par nature le réseau est indéfini. Si pour une raison quelcon- 
que il se limite par des faces planes pour former un cristal, ce 
sera suivant des plans réticulaires; sinon les réseaux ne servi- 
raient à rien. 

Le nombre des faces possibles est indéfini; on peut en trouver 
qui satisfont à la loi des indices ralionnels et qui font entre eux 
des angles aussi petits qu’on le désire. Les plans réticulaires ne 
déterminent donc pratiquement rien, si la loi des indices, ration- 
nels ne subit pas quelque restriction. 

L'expérience montre que les faces réelles les plus fréquentes 
sant celles pour lesquelles S(grs) a les valeurs les plus petites- 
ou, ce qui revient au même, celles dont les plans réticulaires cor, 
respondants ont les écartements À les plus grands (Zoi de Bra- 
vais). : : 

D'où la règle pratique : À la condition de prendre pour trièdre 
de référence trois plans conjugués dont les aires sont petites, les 
caractéristiques ou indices des faces réelles sont toujours petits. 

C'est le complément de la loi de rationalité des indices. 


. Ainsi le réseau de Bravais qui détermine les faces possibles, 


interprète le fait de la petitesse des caractéristiques. 
2°. — AXES RECTANGULAIRES. 


Ona:  S{grs) Va be E Fe SC 0?,. 0 —abe: 


D'où pour la distance de deux plans limitrophes : 


QE g° 7? s? 
ES Nat 
Pour le cube : KA dia Pis: 


Les formules ne valent que si la maille est un prisme droit à 
base rectangle n’ayant des nœuds qu'aux sommets (maille simple). 


) 
# 
Ë 
“+ 
; 


RENE TT ent 


NT 


he ur LÉ 
AR ETS 


PE a 


CR Se) dent in D cn ve 5 Âge di 


_ On pose donc : 
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60, — Sysrimr RHOMBOÉDRIQUE. 
Ona : : re one 


| S'(qrs)=(g + rt + s)E—2(gr+ rs + sq)Ecosa! 
RTE COS a — cos? à — sin?x. COS à, 
S(grs)=c'[(q? +r? + s*)sin®a +2{qgr + rs + sq)(cos? a — cos a)]. 
D'autre part nous avons pour la maille simple : 
| Qc V3 cos a + 2cos «x. 
D'où pour la distance des plans réticulaires A—Q :S: 
_ AcyT—3cos a L2cos' a: 
V(g® + r? + s°)sin?a + 2{qr + rs + sq) (cos? a — cos à). 


7°. — SYSTÈME HEXAGONAL. 
Dans l’expression de S° il faut poser : 


LRU CR El = 120, œ =f #=90?, = 120°. 


= QC 1-00; t— V3: 2; 


S?(qrs) = d'C(g + ar Æ 1?) + a3s?:4. 
9, Jag+qr+r  s 
AS ETS 
8°. — SYSTÈME MONOGLINIQUE 
Il faut poser : | a 90 


S2— q°h?c? + — en abc? cos + + ab? sin?+, 
Q Æ dé 1 /2q7C0S%  s"Sin?y 
— E=sin y A) + — + ——— 
D  _ mois 
IL n’y a pas de simplification pour le Système triclinique. 
9, — REMARQUE. 


__ Dans les expressions précédentes a, b, c, sont des longueurs. 


En cristallographie ces longueurs interviennent par leurs rap- 


ports, non par leurs valeurs absolues. On convient sons de pren- 
_dre pour unité l’une de ces quantités.- 


Par exemple pour le système quadratique, le nl est déter- 


miné par le symbole 1:1:c. Les dimensions absolues sont : 


do do de. 


aa: V9 + PH. 


Pour le système orthorhombique, le moe usuelest: a: ge de 


d’où les dimensions absolues : 


GÉRÉE rire 00 PE 


er À à 


Aa 
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De même pour le système monoclinique : 


2 


: DE JS DOTOOSY ER 
= NE +R ———— +s’sin+. 
AC, Sin y Pas %e Dre 
Pour le système hexagonal la convention est la même que pour 
le système quadratique : 
| 4 ie 
NES 5 (a+ gr +r) + a 
Pour le système rhomboédrique le symbole est 1:1:1;1l suflit 
de remplacer c par c, dans l'expression de A. 
La distance normale À de deux plans limitrophes de symbole 
grs est fondamentale dans l’étude des cristaux au moyen des 
rayons X. 


Symétrie et modes des réseaux. 


55. Théorèmes généraux sur la symétrie des réseaux. 

1°. — Les réseaux sont un assemblage de points par un infinité 

desquels doit passer toute face possible d’un cristal, c’est-à-dire 
toute face satisfaisant à la loi de rationalité des indices. 

Avec les faces possibles si nous construisons un polyèdre, la 
symétrie de ce polyèdre ne peut être supérieure à celle de l’as- 
semblage de points duquel il dérive. 

Pour limiter la symétrie des polyèdres dont les faces satisfont 
à la loi de rationalité des indices, nous sommes donc amenés à 
étudier la symétrie générale des réseaux. | 

De ce que le réseau est indéfini et identique dans toutes ses 
parties, résultent des propriétés corollaires des propositions du 
$ 44 qu’on voudra bien relire. 

Un nœud quelconque est un centre de symétrie. 

Tous les nœuds étant identiques, si par un 
nœud passe un axe de symétrie, par tous les 
N, N autres passent des axes parallèles au premier 
et de même ordre. : 

Même proposition pour les plans de symétrie. 

2. — Tout plan P mené par un nœud N per- 
pendiculairéement à un axe de symétrie, est un 
plan réticulaire, c'est-à-dire passe par une infi- 
nité de nœuds. 

La proposition est évidente si l’ordre de l’axe 
est supérieur à 2. Supposons l’axe binaire. 

Fig. 50. De l'existence du nœud N et de l'axe se dé- 
duit un nœud N, dans le plan P. Soit N, un autre 


nœud quelconque; de l'existence de l’axe se déduit un quatrième 
nœud N.. : 


w 


ÉD: 2 fer ds diiair : 
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La droite N,N, est parallèle au plan P. 
Par N, menons une droite parallèle à N,N;, elle est dansle plan 


- P; c’est une rangée : le plan P passe par trois nœuds; c’est un 


plan réticulaire. 
3, — Un axe de symétrie passant par un nœud est une rangée. 


Ce théorème découle de la définition de l’axe et de.la pr oposition 


sur la composition des vecteurs qui ont un nœud pour origine et 
aboutissent ? à des nœuds. : 

L. — Si par un nœud on mène une droite Darallèle à un axe 
d'ordre g, cest un axe d'ordre g. Nous supposons que à 
l'axe donné ne passe par aucun nœud, sinon la proposition 
va de soi (1°). 

Prenons pour tableau un n plan normal à N: 
l'axe et passant par le nœud N; soit O la 
trace de l'axe sur ce plan (fig. 51). 

Puisque le tableau est normal à l’axe et passe 
par un nœud, c’est un plan réticulaire : il existe 
donc un second nœud N, dans ce plan. : 

3 Fig. 51. 


Posons +... o—2r:q. 


Par rotation de la figure ONN, de & autour de O, les anis N. et 
N, engendrent les nœuds N° et N;. Les nœuds N, N’, N,,engen- 
drent N.. il est clair que l'angle NNNN,—%. 
tale dis qu’un axe d’ordre g passe par le nœud :N parallèlement 
à l’axe donné. : ne 

Recommençons en effet la construction pour NN, : nous trou- 
verons un nœud N, placé par rapport à N, comme N, l est par rap- 
port à N,. Un axe d'ordre q passe donc par N, puisque les nœuds 
N,,N, Na. … se distribuent autour de ce point suivant des poly- 
gones réguliers, ou puisque les vecteurs égaux NN, NN, NN... 
font entre eux des angles égaux à o—2r:q. 


56. Un réseau ne peut avoir que des axes d’ordre 2, 8, 

4, 6. 

Soit q l'ordre de l’axe; posons a —27:q. 

Prenons Pons tableau un plan normal à l'axe et passant par un 
nœud N : c’est un plan réticulaire, et nous pou- Fo 
vons admettre que la trace de l’axe sur ce plan 4 
est le nœud N. 

Soit N, le nœud le plus rapproché de N dans 
le tableau ; il engendre N, et N, par deux rota- TD 
tions de l'angle a: LEE + 

Les nœuds N, N, N, engendrent N, ($ 4%). Pig. 52. 

Pour éviter la contradiction, il faut que N,. 
soit plus éloigné de N que N,, ou soit à la même distance, ou se 
confonde avec N. 

Pas de difficulté si g—2. 
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Si g9—3, N, est hors du cercle C passant par N,, N,, N.. 

Pour g—4, les points N, N, N, N, sont aux sommets d’un carré 
dont N est le centre. 

Pour p—5, la condition n’est pas satisfaite; N, est dans le cer- 
cle C au delà du centre N. : 

Pour 49 —6, Net N, coincident. | 

Enfin pour q > 6, N, est dans le cercle C en decà du centre N,. 
comme l'indique la figure 52. La condition n’est pas satisfaite. 


Fig. 58. 


Donc un réseau n'admet que des axes d'ordre 2, 3, 4,6,. 

Nous verrons quelles dispositions doivent avoir les points du 
réseau pour que ces axes existent. 

Pour l’instant concluons que {a loi de rationalité des indices 
n'est compatible qu'avéc l'existence d'axes d'ordre 2, 3, 4, 6. 

Nous parvenons à ce résultat fondamental en usant des réseaux : 
on peut s’en passer ($ 69). 


57. Systèmes des réseaux. 

On peut choisir la forme du parallélépipède générateur du 
réseau de manière qu’il admette des éléments de symétrie. 

Cherchons comment ces éléments se groupent. 

Ilest à peu près évident que si le parallélépipède générateur 
admet des éléments de symétrie nécessairement tous passant par 
un point, ils se retrouvent dans leréseau, naturellement en nombre 
infini. Utilisant cette remarque, qui deviendra plus évidente par 

la suite, classons les réseaux d’après la symétrie des parallélépi- 
pèdes. + 

La maille peut être un parallélépipède quelconque; un tel solide 
n'admet qu'un centre comme élément de symétrie (groupe 2, 
classe 1Ci). Le réseau correspondant admet une infinité de centres, 
d’abord en tous les nœuds, ensuite au milieu de toutes les droites 
qui joignent deux nœuds. C’estlesystème triclinique, anorthique, 
doublement oblique, asymétrique. 

La maille peut être un parallélépipède droit, prisme droit à 
base parallélogramme quelconque. 

Un tel solide a pour éléments de symétrie : 


L G P (groupe 5, classe 2C). 
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C’est le système monoclinique, clinorhombique, simplement obli- 
que, monosymétrique, binaire. 
La maille peut être un prisme droit à base rectangle : 


ABLE CP PPT \(proupe.s, classe 2D:). 


C’est le système orthorhombique, rhombique, terbinaire. 
La maille peut être un prisme droit à base carrée : 


A, 2L 2L' GC I 2P 2P’ (groupe 8, classe 4Di} 


C’est le système quadratique, quaternaire, tétragonal. 
La maille peut être un, cube : 


3, 4L, 6L C 3H 6P (groupe 21, classe Où). 


C’est le système cubique, régulier. 

La maille peut être un prisme droit à base losange de 60° ou de 
120° comme on voudra. L'association des mailles trois par trois 
donne un réseau à maille multiple de symétrie hexagonale : 


As 5L 38L° C II. 3P 3P° (groupe 8, classe 6Di). 


C’est le système Lexagonal. 
Enfin la maille peut être un rhomboëdre, cube déformé paral- 
lèlement à un axe ternaire : 


À, 8L G 3P (groupe 15, classe 3Di). 


C’est le système rhomboédrique. 

Tels sont les sept groupes d'éléments de symétrie qui peuvent 
se rencontrer dans les réseaux; nous les appellerons systèmes 
cristallins. Mais les mailles peuvent être multiples sans que le 
réseau cesse de posséder les éléments de symétrie d’un des sept 
systèmes. Il peut donc exister plus d’arrangements pour Les sys- 
tèmes de points qu’il n'existe de systèmes cristallins; ces arran- 
gements prennent le nom de modes. 

En étudiant chaque mode, nous indiquons la classe ($ 89) à 
laquelle il se rapporte. ; 


58. Remarques. 

Quelques remarques facilitent la classification des modes. 

1°. — Un plan réticulaire à maille simple rectangulaire peut 
être considéré comme à maille multiple rhombique centrée. 

Un plan réticulaire à maille simple rhombe peut être considéré 
comme à maille multiple rectangulaire centrée. 

La figure 54 montre le sens de ces propositions. 

2. — Si le réseau admet un axe, tout plan mené perpendicu- 
lairement par un nœud est un plan réticulaire ($ 55, 2°). A partir 
d’un de ces plans P,, translatons un plan d’une HAUTE continue 
parallèlement à l’axe; arrétons-le dès qu’il rencontre un nœud : 
nous. obtenons le plan P, limitrophe de P,. 
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Projetons orthogonalement les nœuds du plan P, sur le plan P,; 
les projections ne coïncident pas nécessairement avec les nœuds 
du plan P,. 

Continuons l’opération précé- 
dente; nous obtenons successi- 
vement les plans P,, P;, ……. 

Je dis que l’un d’eux P, est tel 


e 


thogonalement sur les nœuds de 

Re En effet il existe nécessaire- 

ment des rangées parallèles à un 

axe de symétrie (K 55, 5°); la dis- 

tance PP, est la distance des 
nœuds de ces rangées. 

Nous rencontrerons les cas 


n1#2,9. 
La distance des plans P,, P,, 
P,,:.+ est constante; d'où. suit 


($ 52) que le nombre des nœuds 
contenus dans ces plans par unité 
de surface est le même. 


59. Mode du système triclinique. 
Le mode unique noté l', correspond à la maille parallélépipé- 
dique quelconque. 
__ La symétrie de la maille est celle de la classe 1Cx. 

La notation 1Ci est pour uniformiser les symboles. La rotation 
est 2x : toute droite peut étre considérée comme un axe 
d'ordre 1. D’où l'identité : 1Ci—1—inversion. 

Les translations fondamentales sont notées 2r,, 2r,, 25, ou 2-., 
2:,. 25.; ces quantités sont les longueurs des côtés d’une maille 
simple. 


60. Modes du système clinorhombique. 
Au nombre de deux ils sont notés : 


(4 
2 1e T° = 


Les mailles ont la symétrie de la classe 2Cr. 

1°. — MopE HEXAËDRAL |’. 

La maille est un prisme droit à base parallélogramme. Les faces 
qui passent par l'axe binaire sont des rectangles; la face perpen- 
diculaire à l’axe binaire, par conséquent parallèle au RS de 
symétrie, est un parallélogramme quelconque. : 

Les nœuds des plans limitrophes normaux à l’axe se projettent 
orthogonalement les uns sur les autres. ; 

Le réseau possède naturellement une infinité de centres (tous 
les nœuds et les milieux des droites joignant deux nœuds), une 


4 que ses nœuds se projettent or-. 


Mr. 


; 


_ binaires apparaissent; nous retrouverons ce mode (1°) dans le 
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infinité de plans de symétrie (tous les plans réticulaires parallèles 


au plan de symétrie d’une maille quelconque et tous les plans 
équidistants de ces plans), une infinité d’axes de symétrie (toutes À 


Fig. 05. 


les droites parallèles à l’axe binaire d’une maille, passant par tous 
les nœuds et par le milieu des droites quelconques joignant deux 
nœuds). : | à 

La figure 56, 1 qui montre le parallélogramme de base ABCD, 


prouve que dans le plan de la base n’existe aucun axe binaire. 


Fig. 56. 


Mais si le parallélogramme devient un losange, deux axes 


système orthorhombique. 
9%, —_ MoDE OCTAÉDRAL I. | s 
I1 dérive du précédent ex centrant la maille, en supposant un 


nœud au centre de figure de la maille qui devient multiple. 


Les nœuds de deux plans limitrophes normaux à l’axe binaire 


. nese projettent par orthégonalement les uns sur les autres. Les 


nœuds du plan P, se projettent aux centres des faces du plan P;. 
Le plan qui passe par deux arêtes verticales opposées est cou- 
vert de rectangles centrés ; on peut le considérer comme couvert 
de rhombes non centrés (fig. 56, 2). f 
La maille se présente alors comme un prisme oblique à base 
rhombe : l’axe binaire est parallèle à une des diagonales de la 
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base rhombe. C’est ainsi qu’au $ 115 nous choisissons la forme 
primitive du système clinorhombique. 

Ce mode s’appelle octaédral parce qu’en joignant le centre de 
deux mailles consécutives aux sommets communs, on obtient un 
octaèdre. 

3°. — TRANSLATIONS FONDAMENTALES. 

Par définition avec ces translations on peut obtenir toutes les 
translations (tous les points) du réseau. 

Pour le mode [';les translations fondamentales sont 2r,, 2:,, 2:.. 

Pour le mode I, on peut conserver comme fondamentales les 
translations 2r,, 2:,; mais il faut prendre pour la troisième, une 
translation qui donne le nœud central. 


Pour 2z,, 2, prenons les vecteurs OE, OF: on a symbolique- 
ment : 


OA, +: AB —., Bt, £5: 
D'où les translations 27, 2, +,+-,+1+. 


On peut remplacer l’une quelconque de ces translations par son 
addition ou sa soustraction avec une des autres. 

Par exemple pour translations fondamentales prenons les vec- 
teurs OF, OB, et le vecteur symétrique de OB par rapport au plan 
OFE; les trois translations deviennent : 


2ry, te Tf He 2e TT Ts: 


Posons 2:,—0G; nous pouvons les écrire : 
27, PE (re LP 


61. Modes du système orthorhombique. 
Les mailles ont la symétrie de la classe 2Dx. 
Au nombre de quatre les réseaux sont notés : 

ENS DES ee 

1°. — MODE HEXAËDRAL RECTANGLE Î\. 

La maille est un prisme droit & base rectangle. 

Les faces sont des rectangles; les arêtes sont lés axes binaires. 

Les nœuds de deux plans limitrophes P, et P, normaux à l’un 
des axes se projettent orthogonalement les uns sur les autres. 

2°. — MODE HEXAÉËÉDRAL RHOMBIQUE [". 

La maille est un prisme droit à base rhombe. Deux des faces sont 
des rectangles; la troisième est un losange. Les axes binaires 
contenus dans cette face sont parallèles aux diagonales. 

Les nœuds de deux plans limitrophes P, et P, se projettent les 
uns sur les autres si le plan est perpendiculaire à L.. 

Si le plan est perpendiculaire aux axes L, ou L’, les nœuds 
du plan P, se projettent orthogonalement sur ceux du plan P,. 


a 
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On peut encore dire que la maille (qui devient multiple) est un 
prisme droit à base rectangle centrée. 

3°. — MODE OCTAÉDRAL RHOMBIQUE [°. 

La maille multiple est un prisme droit à base rectangle dont les 
six faces sont centrées. 

Joignant les centres des faces deux par deux, on obtient un 


Fig. 57. 


octaèdre à base rhombe, d’où le nom du mode. Dans le mode F°, 
comme dans le mode F',, les trois axes binaires sont traités de 
même. Mais tandis que dans le mode l', les nœuds des plans limi- 
trophes P, et P,, normaux aux axes, se projettent les uns sur les 
autres, dans le mode I”, ce sont les nœuds des plans P, et P, qui 
jouissent de cette propriété. 

On peut encore dire que la maille est un prisme droit centré à 
base rhombe. 

4°, — MopE OGTAÉDRAL RECTANGLE I . 

La maille est un prisme droit centré à base rectangle. Comme 


RS RUE DT TT 


PRE 
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dans les modes [, et I, les trois axes binaires sont traités de 
même. Comme dans le mode T°, les nœuds du plan P, ne se pro- 
jettent pas orthogonalement sur ceux du plan P,. On obtient des 
octaèdres à bases rectangles en joignant les centres de deux 
mailles consécutives aux sommets communs. 

Les différences entre les modes TŸ et I!’ ressortent clairement 
des figures 58 qui représentent deux plans limitrophes normaux 
à l’un des axes binaires. | 

0°. — TRANSLATIONS FONDAMENTALES. c: : 

Appelons 2x:,, 2r', 2r., les translations les plus petites suivant 
3 axes rectangulaires; l'axe des z est suivant l’axe binaire L.. 

Pour le mode T,, on peut prendre 2z,, 2:,, 2-. pour translations 
fondamentales. 

Pour le mode I", les translations 2r,, 27,, ne sont pas fonda- 


Fig. 59. 


mentales, puisqu'elles ne permettent pas d’obtenir Le centre du 
rectangle de la base qui est un losange. La fig. 59 montre que les 
translations fondamentales sont : Tes P ON re Mo De: , 

On voit immédiatement que pour le réseau l’” dont la base est 
un rectangle centré et dont les faces latérales sont centrées, les 
translations fondamentales sont : 


(6e Tys Te Æ Ts Ty + 7. 


Enfin pour le réseau T°’ dont la maille multiple est un prisme 
droit centré, les translations fondamentales sont : 


Ati 27. Te 2 Ty ES Tze 


Comme rien ne distingue les 3 couples de faces, il est permis 
de prendre pour fondamentales la translation =, ++, + +., et deux 
quelconques des translations £z,, 2,, 2+.. On peut prendre au sur- 
plus toute somme ou différence des combinaisons précédentes, 
par exemple: 2r,, 2 Se pe 


62. Modes du système quaternaire ou tétragonal. 
Les mailles ont la symétrie de la classe 4Dr. | 
Les réseaux sont au nombre de deux : : 


RAS PE 


TENTE MOTTE + 


L 
[ 

— 

1 


la figure 58 que le prisme à 
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4°. — MopEe HEXAËDRAL [". 

La maille simple est un prisme droit à base carrée. 

Les nœuds du plan P, normal à l'axe quaternaire se projettent 
sur les nœuds du plan Ps. : 

Ce mode correspond aux deux modes orthorhombiques F, et 
I, l'axe L, devenant l’axe principal A,. 

9. Mope ocTAËDbRAL le. 

La maille multiple est un prisme droit centré à base carrée. 
Les nœuds du plan P, se pro- 
jettent non sur les nœuds du 
plan P,, mais aux centres des 
faces de ce plan. : 

Ce mode correspond aux 
deux modes orthorhombiques 
F* et Ff’. On voit aisément su 


base carré centré peut être T; 

remplacé par un prisme à base bio, is 4 
(carrée) d’aire double à faces 

centrées. Les points blanes et noirs sont à des niveaux différents. 


3. — TRANSLATIONS FONDAMENTALES. 

Mode FT‘ Do de 

Mode jo = re 2%. 25, Re Ty HT: SA 

* On peut aussi bien prendre les axes rectangulaires bissecteurs 
des précédents; ce qui re- ne 


vient à considérer le prisme 
droit à faces centrées. Les 
translations fondamentales 
sont alors : 


Te ne 0 Te + Ta) d. _ Dee 


Comme on a : 


l 
Te Tr Ty ‘y Eee 


_il vient : re Ty 25", 


Nous retrouvons les pr - 
mières translations. 


Fig. 61. 


63. Modes des systèmes hexagonal et rhomboédrique. 
Il n’y.a qu'un mode pour chaque système : 


F, la symétrie de la maille est celle de la classe GDi. 
: l'y EE tre 3D. 
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1°. — MopE HEXAGONAL [;. : 

La maille simple est un prisme droit à base rhombe de 60°. 
Dans les plans perpendieulaires à l’axe sénäire, les nœuds sont 
aux sommets de triangles équilatéraux. 

La maille simple n’a pas la symétrie sénaire; cette symétrie 

n'existe que dans l’asso- 

ciation de trois maillés 
simples. 

Les nœuds de deux 
plans limitrophes P, et 

. P, normaux à À, se pro- 
jettent les uns sur les 
autres. 

REMARQUE. 

Le mode hexagonal 
caractéristique du sys- 
tème sénaire est à rap- 
procher du mode hexa- 
édral rhombique du sys- 

Fig. 62. tème orthorhombique, 
mode qui devient hexa- 
gonal quand l’angle du rhombe est de 60°. 

Ceci posé, un réseau orthorhombique peut donner des formes 
très voisines comme angles de celles qu'on déduit d’un réseau 
hexagonal, sans pourtant que le réseau orthorhombique soit voi- 
sin du réseau hexagonal : il suflit que le réseau orthorhombique 
ne soit pas du mode hexa- 
dréal rhombique, les pa- 
ramètres restant cepen- 
dant très voisins de ceux 
qui permettent de retrou- 
ver dans le réseau or- 
thorhombique un réseau 
multiple de symétrie 
hexagonale. 

Par exemple suppo- 
sons le réseau ortho- 
rhombique du mode 
Fig. 63. hexaédral rectangle avec 

le rapport : 


a: b—arctg 30°— 0,577. 


Nous pouvons trouver un réseau multiple (centré sur ses faces 
de base) de symétrie hexagonale : ce que montre la figure 63. 

On rencontre un grand nombre de cristaux orthorhombiques où 
l'angle des faces mm (voir fig. 54) est voisin de 120° ou de 60°; il 
ne faut pas immédiatement conclure que le réseau est quasi hexa- 
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gonal. On peut seulement conclure qu’il existe un réseau mul- 
tiple quasi hexagonal. 

Les translations fondamentales du mode F, sont 2r, dans le 
-sens de la hauteur et deux translations égales 2:,, 2:,, dans un 
_ plan perpendiculaire; elles font au choix l’angle 60° ou l’an- 

gle 120°. | 

2°. — Mope RHOMBOÏDAL [',. 

La maille est un rhomboëdre. 

La figure 64 représente trois plans limitrophes P,, P,, P,, nor- 
maux à l’axe ternaire À,. Les nœuds de P, se projettent orthogo- 
_nalement sur P,, P,,...; les nœuds de P, se projettent orthogona- 


‘ 
CP (RE PR ESP LEE 
8 7 
LA . 


4 


Th 


. Fig. 64. > 
lement sur P,, P.,...; enfin les nœuds de P, se projettent ortho- 
gœonalement sur P;, P,,... 

On passe d’un plan au plan limitrophe par une translation. On 
vérifie sur la figure que la translation, projetée sur l’un des plans 
P, est égale au tiers de la grande diagonale du rhombe primitif. 

Le rhomboëdre est représenté tel qu'il se trouve sur quatre 
plans limitrophes. Dans la petite figure 64 les rayons visuels 
(normaux à l'axe ternaire) sont parallèles aux plans limitrophes; 
dans la grande, les rayons visuels (parallèles à l’axe ternaire) sont 
perpendiculaires aux plans limitrophes. 

__ Les translations fondamentales 27, 27", 2:” égales forment un 
trièdre régulier d'angle quelconque. 

La translation 27. dirigée suivant l’axe ternaire est : 


eee Re 
64. Modes du système cubique ou régulier. 


Les mailles ont la symétrie de la classe Or; les réseaux sont au 
nombre de trois (fig. 65); nous les noterons : 
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1°. — MopE HEXAÉËDRAL |. = 
La maille est un cube portant un nœud à chaque sommet. 


Fig. 65. 


Les nœuds des plans limitrophes normaux aux axes quater-. 
naires se projettent orthogonalement les uns sur les autres. 

Le mode F, correspond aux modes orthorhombiques T', et I. 

2°. — MopE oCTAËDRAL l,. À 

Les nœuds sont aux sommets du cube etaux centres des faces : 
le cube (maille multiple) est à faces centrées. Il correspond au 


Cube centre 


Fig. 66. 


mode 1% orthorhombique. La maille simple est un rhomboëdre 
dont l’angle dièdre est de 70° 31’ 44” : l’un de ces rhomboëdres a 
pour sommets deux sommets opposés du cube et les centres de 
ses faces. Mais la fig. 67 montre qu’il peut avoir aussi bien pour 
sommets les centres de deux faces. 

9°. — MODE DODÉGAÉËDRAL [?. 

Les nœuds sont aux sommets et au centre du cube; la maille 
multiple est un cube centré. La maille simple est un rhomboëèdre 
dont l'angle dièdre {angle de deux faces aboutissant à l'axe ter- 
naire) est de 120°. Si l'on joint par des droites les huit sommets 
du cube centré avec les six centres des cubes voisins, apposés 
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sur les six faces, on obtient le dodécaèdre rhomboïdal centré 
($ 102); d'où le nom du mode. 
_ Dans les modes I", et I", 
les nœuds du plan P, normal 
à un axe quaternaire ne se 
_ projettent pas sur les nœuds 
du plan P,. 

= Dans les deux derniers mo- 
des le cube est une maille 
multiple. La maille simple 
est le quart du cube pour le 
mode octaédral; elle est la 
moitié du cube pour le mode 
dodécaédral. 


: 65. Théorie cristal- 
_- lographique de Bravais. 


ê 4. — Un milieu cristallin 
est constitué par des polyè- 
_dres matériels (molécules D Det t 


cristallographiques où polyè: 
dres moléculaires), identiques, identiquement orientés et situés 
aux nœuds d’un réseau. Le polyèdre peut avoir toutes les symé- 
tries des 23 ou 24 groupes du $ 40; le réseau ne peut appartenir 
‘qu'aux 14 modes, par conséquent aux 6 ou 7 systèmes, suivant 
qu’on sépare ou non le système rhomboédrique du système sénaire. 
Les faces du cristal sont, parmi les plans réticulaires en nom- 
bre infini, ceux dont la maille a une aïre petite, dont la densité 


réticulaire est grande. Cette loi, dite de Bravais, subsiste alors 


que ses autres hypothèses trop particulières sont abandonnées. 
La symétrie du réseau que rien n'empêche d'être supérieure à la 
symétrie de la molécule, ne peut lui être inférieure, puisque le 
- réseau n'existe que comme assemblage de molécules. 
| 2. — Précisons ces notions. | 
Si la molécule possède un axe quaternaire, cet axe serait-il 
seul, il faut que le réseau soit quaternaire; mais si la molécule 
possède seulement un axe d'ordre 7, Le réseau, qui peut avoir la 
symétrie du cube, peut aussi hien être triclinique, puisque l'axe 
d'ordre 7 ne peut influer sur la construction du réseau. 

Le cristal est Aoloèdre quand la molécule a la symétrie du 
réseau ; elle peut posséder d’autres éléments de symétrie incom- 
patibles avec la structure du réseau. 

Par exemple si le polyèdre à la symétrie : 


Aus (6g+3)L CG (6g9+3)P (groupe 15, $ 40), 


le réseau est sûrement ternaire avec la symétrie : 
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car 64 +3 est divisible par 3 et n’est pas divisible par 6. 

Le cristal est mérièdre quand la symétrie de la molécule qui 
oblige le réseau à avoir une certaine symétrie, est inférieure à la 
symétrie du réseau. 

Par exemple le polyèdre de symétrie : 


Ars (69 +3)L (groupe 13) 


exige un réseau rhomboédrique, bien que sa symétrie ne soit pas 
égale à celle du réseau; il lui manque le centre et les plans de 
symétrie. 

Le réseau règle l’orieñtation des faces; mais leurs propriétés 
physiques, parmi lesquelles il faut ranger la fréquence ou la 
rareté d'apparition, dépendent de la symétrie de la molécule. 

En particulier si la moitié des faces de la forme que fait prévoir 
la symétrie du réseau, ou manque, ou jouit de propriétés parti- 
culières, on admet que cela tient aux éléments de symétrie défi- 
cients à la molécule. 

D'où l'explication des mériédries (hémiédrie et tétartoédrie). 

3. — Cette théorie manque de souplesse. 

Il est impossible : 

de supposer la matière localisée aux nœuds du réseau, qui doit 
être envisagé seulement comme représentant les périodes de 
translation ; 

de supposer les agrégats tous orientés de la même manière: 
cette façon de concevoir l’homogénéité est trop étroite. 

Assurément la théorie de Bravais donne facilement les 32 classes 
que nous retrouverons plus loin : il suffit de chercher, parmi 
les 24 groupes du tableau du $ 40, quels sont les sous-groupes 
dont les axes sont d’ordres 2, 3, 4, 6. Mais elle échoue dans la 
théorie du polymorphisme, des mâcles, du pouvoir rotatoire, des 
figures données par les rayons de Rôntgen. 

À l'hypothèse de molécules cristallines disposées aux nœuds du 
réseau, il faut substituer celle d’un remplissage formé par les 
éléments de la molécule (atomes) et multiplié par les éléments 
de symétrie d’un groupe infini. 


CHAPITRE IV 


LOI DES INDICES RATIONNELS ET SES CONSÉQUENCES 


66. Loi des indices rationnels (Haüy). 

1°. — Sans faire aucune hypothèse sur la structure du cristal, 
cherchons des conséquences de la loi expérimentale la plus sûre 
et la plus générale. La méthode n’est pas illusoire parce que cette 
loi possède justement le degré de généralité nécessaire pour 
donner l'ensemble des formes possibles : à une exception près, 
imtéressante mais sans application, nous retrouvons les résultats 
précédents. 

En vanitant les mérites d’un tel procédé, il ne faut pas oublier 
qu'il est ordinairement inapplicable; le nombre des hypothèses 
conciliables avec les faits généraux est ordinairement très grand, 
par conséquent le tri parfaitement arbitraire. Mieux vaut partir du 
principe qu'on croît préférable, que passer en revue une foule 
d’hypothèses entre lesquelles on ne peut choisir que grâce à des 
résultats expérimentaux de détail. 

2. — La Cristallographie repose sur deux lois, dues la pre- 
mière à Romé de l'Isle, la seconde à Haüy. Fr 

_à) Les faces (qui sont planes) et les arêtes d’un cristal peuvent 
avoir un développement quelconque lon peut remplacer une face 
par une. face parallèle quelconque); les angles dièdres caracté- 
risent la forme. 

b) Prenons pour trièdre de référence la figure formée par trois 
faces quelconques du cristal, c’est-à-dire par trois plans paral- 
lèles à des faces réelles; leurs intersections, parallèles à des 
arêtes réelles, sont les axes de coordonnées. 

Menons un plan parallèle à une quatrième face. 

Il intercepte sur les axes les longueurs &, b, c. 

Toute autre face interceptera les longueurs ma, nb, pc. 

La loi des éndices rationnels consiste en ce que si l’on prend 
l’un des nombres »”1, n, p, entier ou fractionnaire (rationnel), les 
deux autres le :sont. 

Les rapports m:n, m:p, sont rationnels; si deux faces passent 
pas le même point d’une arête de référence (m—1, pour préciser), 
les nombres et p sont rationnels. | 

Les paramètres a, 6, ©, du cristal dépendent du choix .‘ées 
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quatre faces qui servent à les définir; naturellement parmi les 
faces possibles du cristal, on prend des faces particulièrement 
importantes (dont la présence est constante, qui correspondent à 
des clivages,..….). k 

Les quantités », #, p, sont des nombres qui déterminent l’o- 
rientation des faces. | = 

Dans le système de notation de Weuss, elles leur servent d’in- 
dices. 

Pour indices des faces, on peut prendre trois nombres g, r,s, 
inverses des précédents : À ; 


made LS nr = ps 


Dans le système de notation de Miller, les nombres q, r, s, sont 
les caractéristiques ou les indices des faces. : 

. On.peut toujours choisir pour », n, p, et q, r,8, des nombres 
entiers premiers entre eux. à 

3°. — REMARQUE. à 

Pour développer une théorie géométrique, on a tout dit par le 
mot rationnel : il implique les mêmes nécessités logiques, que 
les nombres 72, n, p, soient petits ou grands. 

Il n’en est pas de même au point de vue physique. Dire que les 
nombres m», n,p, sont entiers ou fractionnaires, n'aurait aucun 
intérêt : aux erreurs d'expérience près, tout résultat s'exprime 
par un nombre fractionnaire. Pour avoir une approximation don- 
née à l'avance, il suffit de prendre assez grands le dénominateur 
et le numérateur entiers de la fraction. | a 

Au point de vue physique la partie ‘importante la loi réside 
dans cette précision que {es entiers m, n, p, sont pelits. Ils ne 
dépassent généralement pas 6. Le nombre des formes possibles 
pour chaque espèce cristalline n’en reste pas moins considérable. 


67. Faces et arêtes. : 
1°. — Les faces et les arêtes sont tous les plans et toutes les 
droites qui peuvent exister en vertu de la loi d’Haüy; le cristal 
n’en présente qu'une infime partie. 
Pour trièdre de référence prenons trois faces du cristal, les 
axes sont leurs intersections. Par hypothèse la loi d'Haüy s’'ap-. 
plique à ces axes; toute face a donc l'équation : 


LIVRE 
OS A cc 


gr, S, Sont entiers. | , 
Une face parallèle menée par l’origine a l’équation : 


gr ts. cab 


2. — Toute arête peut être considérée comme l'intersection de 
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deux faces. Soit les équations des faces translatées de manière à 
passer par l’origine : 


Ty CT RU aus de 
Do Es 0, D LEE Re tn LE 


L’équation de la parallèle à l’aréte menée par l’origine est : 


RC Re : (2) 
ma nb pc 
avec les conditions : 
tes ES n PDP 


PS —IS sq —Ssq qr—qr 


Les nombres 7», n, p, peuvent done être pris entiers. 

Avec cette condition l'équation (2) représente une aréte. 

3°. — Réciproquement le plan qui passe par deux arêtes, est 
une face. 


Soit en effet les équations du plan et des arêtes : 


Map nb po ma Nb. pe 
Écrivons que le plan contient les deux droites : 


qm +rn+sp—=0,  gm' +rn + sp —0, 
ee 4 ne 1; NE s 
ie np—np pnm—pm ma—mn 
q, r, 8, peuvent être pris entiers : le plan est une face. 
4°. — Les équations (1) et (2) définissent complètement l’orien- 
tation des faces et des arêtes, sans autre hypothèse que la loi 
d’'Haüy. Le problème consiste à savoir quels sont les éléments de 
symétrie compatibles avec un tel double faisceau de droites et de 
plans passant par l'origine des coordonnées, faisceau que nous 
appellerons faisceau d'Haüy. ; 
_ Nous voici ramenés à un problème analogue à celui des polyè- 
dres symétriques (chapitre Il); toutefois il est moins général 
puisque le double faisceau admet un centre et que nous spéci- 
fions une condition particulière pour les faces et pour les arêtes. 


68. Réseau représentatif des orientations et directions. 
=. 1°. — Utilisons les raisonnements de Gadolin (mémoire en fran- 
çais dans les Actes de la Société de Finlande, 1867) simplifiés par 
G.. Friedel. 
Sur trois arêtes du cristal (paramètres à@, d, c) construisons un 
réseau. Il est évident que ses plans réticulaires et ses rangées 
6 
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sont parallèles aux faces (1) et aux arêtes (2) qui passent par l’o- 
rigine des coordonnées et qui satisfont à la loi d'Haüy. : 

Bravais, Mallard et d’autres cristallographes admettent que 
l'hypothèse réticulaire (arrangement des points homologues de 
la matière du cristal suivant les nœuds d’un réseau) est équiva- 
lente à la loi d’Haüy, que l’une peut remplacer l’autre. Nous allons 
montrer que ce n’est pas exact, parce qu’un faisceau de plans pas- 
sant tous par le même point peut être de symétrie supérieure à 
celle du système des plans parallèles d’un réseau, 
plans pour lesquels interviennent l'orientation et la 
position. 

2. — Un exemple simple dans le plan éclaircit la 
question. < 

Cherchons la condition pour qu’aux rangées pa- 
rallèles à AB correspondent des rangées parallèles 
à CD qui fassent le même angle 
M avec la bissectrice OM, de sorte 


x <a 


a=v2 b=1 
2mu=nv m=l,u=# 


n=8. v=2 


Fig. 68. 


que des droites parallèles passant par l’origine soient symétriques 

par rapport à OM. 

= Utilisons un plan réticulaire pour représenter les directions. 
Par définition on a : 


OA—ma, OÙ—va, OB=nb, OD—v 


m, L, R, y, Sont entiers. 
Ecrivons que les angles « sont égaux : 


ma vb 


LORS 
8% nd ua” 


ma? = nyb?, (1) 


La condition est satisfaite si le rapport 4°: 4? est rationnel. 
Pour construire la figure 68 nous avons pris : 
a==\2, ER EN Es DO: 2 
Ainsi La droite OM est axe binaire pour le faisceau des droites . 
menées par l’origine qui satisfont à la condition (1); elle ne l’est 
pas pour le réseau, ce n’est pas une rangée. Aucune des droites 


A 
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(1) respectivement parallèles à AB et à AC n’est coupée sur la 
droite OM. Le faisceau des droites passant par l’origine qui satis- 
font à la condition (1), admet un élément de symétrie (axe binaire) 
qui n'appartient pas au réseau. te 
On obtient le même faisceau en posant a—1, b— V2. 
Concevoir les paramètres comme des subdivisions réelles des 
axes, serait revenir aux réseaux. SR 
Comme :l est possible de trouver quelque chose d’analogue 
dans l’espace (axes ternaires irrationnels), la loi d’'Haüy est plus 
générale que l'hypothèse réticulaire. User d'un réseau pour 
représenter les orientations des faces et les directions des arêtes, 
_ n'implique donc pas que les points homologues de la matière du 
cristal sont disposés suivant les nœuds d’un réseau. EX 
3°. — L'emploi d’un réseau pour figurer les orientations des faces 
et les directions des arêtes, rend intuitif le théorème suivant. 
Choisissons trois arêtes du cristal et supposons la loi d'Haüy 
vérifiée pour toutes les faces par rapport à ces arétes; elle Le sera 
si l’on prend pour axes de référence trois arêtes quelconques du 
cristal. Cela revient à prendre pour axes trois nouvelles rangées 
du réseau auxiliaire. TIME 
Les angles o, 6, y de la figure 48 définissent le trièdre de réfé- 
rence. | ÉA 
Pour simplifier l'écriture remplaçons «4, y:b, z:c,par x, y z. 
Deux faces qui passent par un point de l'axe des z, ont les équa- 
Home er ne. : 
+ ry+sz=sA, gx +r'y+Lsz—S$'A, 
Montrons qu’elles coupent l’arête quelconque : 


Ze 
en deux points A et A’ dont les distances à l’origine sont dans un 
rapport rationnel. 

Les coordonnées de À et de A’ sont : 


X:N—=VY:N 


É LESAIS ANT EE TEnsSsE Ze DSP, 
ON ns ALP. 2 ps AP, 
_ avec les conditions : 
P=gm+rn+sp, P'=gm+rn+sp. 


D’autre part Ja distance du point À à l’origine est : 


D _— Ve? + nr? + p? + 2mn cos y + 2np cos a-+2pm cos. 

Ds sum Ernesp 

D' P'P ss gm+rn+sp 
Les neuf quantités m, n, p;q,r,S; g,r',s', étant entières, le 

rapport D: D’ est rationnel. 


D'or: 
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69. Un faisceau d’'Haüy n’admet que des axes d’ordres 
2, 3, 4, 6. 

1°. — Soit OM l'axe de symétrie; les arêtes OA, OB, OC... for- 
ment une pyramide régulière; elles ont a priori des paramètres 

quelconques. Le plan MABC est nor- 

“ mal à OM. 

Pour savoir si les arêtes font partie 
d’un faisceau d’Haüy, menons deux 
faces par le même point d’une arête; 
sur toute autre arête elles doivent 
déterminer des longueurs en rapport 
rationnel. 

Tout plan passant par deux arêtes 
étant une face, il en est ainsi de AOD 
et de OED. 

Menons par C deux plans parallèles 
à ces plans. 

Le plan parallèle à AOD passe par 
BC; il découpe sur l’arête OB le seg- 


Fig. 69. ment OB. . 
Prolongeons ED et BC; l’intersec- 
tion des plans OBC et OED est la droite OK. 
Par C menons un plan parallèle à OED : il coupe OBC suivant 


CH parallèle à OK et découpe sur l’arête OB le segment OH. 
La loi d'Haüy exige que le rapport OB : OH soit rationnel. 


Ona: | OB : OH—KB:KC. 
Le premier rapport devant être rationnel, ilen est de même du 
ve rapport BG: KC que la 
figure 70 montre égal à 
2 cos &. 
cos + doit être ration- 
nel. 


Or on démontre que 
pour + de la forme 2+: 7 
(est entier), cos n’est 
rationnel que s’il vaut 


CA ORTE 
ie | 1e PE Ier 0 donne 
. : < 2—2r:4; l'axe est qua- 
ternaire. 


La valeur 1 :2 donne a— 27:06; l'axe est sénaire. 
Le valeur 1 donne 3 —0—2x:® : l'axe est de révolution. 
e raisonnement suppose qu’il y a au moins 5 arêtes, que 


, . . . . . 
| axe est au moins quinaire. Mais rien n'empêche l'axe d’être 
binaire, ternaire ou quaternaire. 


v» 
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En définitive un faisceau d'Haüy peut posséder des axes d’or- 
dre 2, 3, 4, 6, ce qui est évident a priori; il ne peut en posséder 


_‘d’ordres différents. 


Nous savons qu'il en est de même pour les réseaux; sous ce 
rapport l'hypothèse réticulaire n’est pas moins générale que la 
loi d'Haüy. 

2. — Démontrons la proposition énoncée. 

En partant des formules classiques on trouve aisément les 


expressions suivantes (Math. Gén., $ 225) : 


2 cos 2mx— AE Gaia Gr t Ee +2G», (1) 
d'eos ri LA)r— 22 2 A ZM 7 Es, ÆH,3,-.. (2) 
É Z2—2C0s x. 


Tous les H et les G sont des entiers. 
Dans (1) posons 2mx—9+, z2—2cos(2r: 2m). 
Dors 


Dans (2) posons (2m +1)x—2r, z3—2cos[2r: (2m +1)]. 
Gr Li LG, 1) 0 (2) 


x Zen Hi ne Hs ce PR + H,,z en = f) 2’) 


_Ces équations ont pour coeflicients des entiers; le premier coef- 
ficient est 1 ; par suite toutes Les racines rationnelles sont entières. 

En effet soit z—a :b, où a et b sontdes entiers premiers entre 
eux; (1’) devient : 


nm 
42 2 


ps 


== Gare + Ga?" OA e) (Gn — 1) pin? 


Tous les termes du second membre sont entiers; l'égalité n’est 
donc possible que pour b—1. 

Même démonstration pour (2’). 

Comme z est compris entre +2, les seules racines ration- 
nelles admissibles «a priori sont 0, 1, +2. 


70. Théorèmes sur les axes pairs d’un faisceau. : 
Les propositions suivantes résultent des théorèmes des $ 67. 
et 68 : 
toute droite parallèle à une arêle est l'intersection des plans paral- 
lèles à deux faces; le plan qui passe par deux arêtes est une face. 
4°. — Un axe d'ordre pair (2,4, 6) est une arëte du faisceau. 
D'où suit qu’un axe d’ordre pair est l’intersection de deux faces. 
En effet soit deux droites OA et OB du faisceau, inclinées sur 
l'axe supposé binaire et qui ne sont pas dans le même plan avec 
lui. La droite OA multipliée par l’axe donne OA’; le plan AOA’ 
appartient au faisceau. La droite OB multipliée par l’axe donne 
OB'; le plan BOB’ appartient au faisceau. Les plans AOA'et BOB" 
se coupent sur l'axe qui par conséquent est une arête. 
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Valant pour l’axe binaire, la démonstration vaut a fortiori pour 
les axes quaternaires et sénaires. : 

2°. — Le plan normal à un axe pair est une face. 

En effet soit un plan 

B À incliné sur l'axe À; 

multiplié par cetaxe con- 

sidéré comme binaire, il 

donne un plan A’ symé- 
trique de À et appartenant au 
faisceau. L’intersection (A, A) 
des plans A et A’est une arête 
qui se trouve dans Le plan normal 
à A. | 

Recommencons la construction 
sur une face B inclinée sur Aetne 
coupant pas le plan normal à À suivant 
la même droite que A. Nous obtiendrons 


‘o une arête (B, B') distincte de (A, A')et 

Fig. 71, normale à À. Le plan normal à À est 

une face puisqu'il passe par deux arêtes. 

.#. — Les paramètres a, b, c,.. des arêtes symétriques par rap- 


port à un axe pair sont en rapports rationnels. | 
d En effet nous savons 

que le plan normal à un 
axe pair est une face. Sur 
les arêtes symétriques par 
rapport à l'axe, tout plan 
parallèle coupe des lon- 
gueurs égales qui par hy- 
pothèse doivent être en rapport 
/. rationnel avec les paramètres à, 
ES cer caractéristiques de ces aré- 

tes. Donc ces paramètres sont en 

rapports rationnels. é : 
Rien n'empêche de les prendre 
égaux. Les arêtes qui par hypothèse 
. n'avaient par rapport à l’axe que des 
orientations symétriques, sont donc symé- 
triques dans toute l’acception du terme. 

On comprend maintenant le sens de la 
Fig. 72. phrase : ayant a priori des paramètres quel- 

Conques, par laquelle débute le $ 69. 


à 71. Conclusions pour les Symétries ne contenant pas 
axes ternaires. 


Les théorèmes précédents sont ceux qu'on tire de l’hypothèse 
réticulaire etque nous avons démontrés au $ 55. Lorsqu'il n’existe 
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pas d’axes ternaires (pour lesquels les démonstrations précé- 
 dentes ne sont plus nécessairement valables), on peut trouver un 
réseau qui non seulement définisse l'orientation des faces, mais 
qui ait la Symétrie de ce faisceau. 
Nous légitimons ainsi les cinq systèmes triclinique, monocli- 
_ nique, terbinaire, quaternaire, sénaire, qui ne contiennent pas 
d’axe ternaire. 


; 72. Axes ternaires. 

+ _{°. — L'AXE TERNAIRE EST UNE ARÊTE. | 
. Le plan normal P est alors une face et les paramètres de trois 
_ droites symétriques par rapport à À sont en rapports rationnels. 
: En effet soit Le trièdre qui provient d’un plan quelconque mul- 


É 


Fig. 73. 


tiplié par l'axe A. Soit À, B, C, ses faces, à, 6, V les arêtes oppo- 
sées aux faces. Puisque À est une arête du faisceau, les plans 
passant par À et les arêtes du trièdre sont des faces. Elles cou- 
pent les faces du trièdre suivant trois droites un Ba Ya qui sont 
des arêtes. Le plan 8,y, coupe la face A suivant une droite « nor- 
male à À et qui appartient au faisceau; de même pour les faces B 
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et C du trièdre. Il existe donc trois arêtes dans un plan normal à 
À qui est par suite un plan du faisceau. 

Nous retombons sur les propriétés connues des axes de symé- 
trie des réseaux; ainsi se trouve légitimé le système cubique. 

2. — L’AXE TERNAIRE N’EST PAS UNE ARÈTE. 

Dans ce cas la loi d’Haüy est plus générale que l'hypothèse 
réticulaire. 

De ce que l’arête n’est pas une arête découlent deux consé- 
quences. 

D'abord un plan parallèle à l’axe n’est pas une face. En effet 
Supposons le contraire : un plan parallèle à l'axe éntraîne deux 
plans symétriques. Ces trois plans se coupent suivant des paral- 
lèles à l'axe qui est pàr suite une aréte du faisceau. 

En second lieu le plan P normal à l’axe n'appartient pas au 
faisceau. En effet supposons le contraire. Considérons le trièdre 
qui vient d’un plan quelconque multiplié par l’axe. Soit AB. G; 
ses faces, à, 8, , ses arêtes. Les faces À, B, G, coupent Le plan 
P suivant les droites +, B, y, à 120° l’une de l’autre et qui sont 
des arêtes. Menons les plans 66 et ++’; ils appartiennent au fais- 
ceau et Se coupent suivant une droite 4, qui est une arête : le 
plan ax, appartient donc au faisceau. Par raison de symétrie les 
plans oœ,, BB,, yy,, se coupent sur l’axe. 

. Donc celui-ci est une arête, ce que nous supposons n'être pas. 

3. — Pour que l'axe ternaire ne soit pas une arête, il suflit que 
les paramètres a, b, c, de trois droites également inclinées sur 
l’axe ternaire du faisceau, ne soient pas en rapports rationnels, 
mais que les quantités a : abc,  b: abc,  c* : abc, le soient. 

L’axe ternaire du faisceau n’est plus axe ternaire du réseau. 

Pour bien comprendre le sens de cette proposition, on relira 
le $ 68. 


Pour la démontrer partons de la face : 


PR RU 
22 Ll'— AS = — (): 4) 
PERTE Re (1) 
g; l, $, Sont entiers. 
Les arêtes de référence étant symétriques par rapport à un axe 


ternaire, il existe deux autres faces obtenues à partir de (1) par 
permutation circulaire : 


TR +sÉ + qi —0. | (2) 
X ? Z 
Sage trs 0. (3) 


Le plan (2) appartenant au faisceau (1) peut s’écrire : 


20 Y VAE Ë : 
tan prise, (4) 
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g,r,s", sont entiers. Identifions (2) et (4): 

GS 0 QC 

ADR PEUT SA; 


Les rapports a? : be, b:ca, c?:ab, doiventétre rationnels, 
par conséquent aussi a° : abc, b°: abc, c°: abc. 
On peut prendre : 


EN UR be ER 


: est un nombre entier. En effet on a : 


(e] 


AbC—E, fo RES LME C— €. 


Les axes ternaires qui n'appartiennent pas au réseau, portent 
le nom d'axes ternaires irrationnels. 


73. Existence physique des axes ternaires irration- 
nels. 

1°. — Ainsi l'identification pratique de la loi d’'Haüy et de l’hy- 
pothèse réticulaire dépend de la réponse à cette question 
Existe-t-il dans les cristaux des axes ternaires irrationnels ? 

S'ils existent, le réseau définit l'orientation des faces; mais on 
ne peut le considérer comme une réalité physique. On doit aban- 
donner l’idée que dans les milieux cristallins la matière se dis- 
tribue toujours périodiquement, que le milieu est identiquement 
restitué par les translations définies par les vecteurs joignant 
deux nœuds quelconques du réseau. 

En pratique les seuls groupes d'éléments de symétrie où puis- 
sent intervenir les axes ternaires irrationnels {notés À), c’est-à- 
dire tels que les axes ternaires ne soient pas des arêtes, sont les 
suivants (+ et Il désignent les plans de symétrie normaux aux : 
axes) : 

| D OUR À EM à 

81% 4% G SIT 4x. 


Le premier correspond au rhomboëdre avec cette particularité 
qu’il n'existe de faces ni parallèles ni perpendiculaires à l’axe 
ternaire (ni prismes, ni bases, $ 84); pour obtenir des caracté- 
ristiques simples pour les faces il faut prendre des paramètres 
irrationnels sur les arêtes symétriques par rapport à l’axe ter- 
paire. Or dans tous les cristaux ternaires connus, on simplifie 
les caractéristiques en prenant égaux les paramètres de trois 
arêtes symétriques par rapport à l'axe ternaire. 

Le second système dérive du cube. Les cristaux correspondants 
ne présentent jamais les faces de l’octaëdre. 

Les diagonales des faces du cube (axes binaires de l’holoédrie 
cubique) ne sont pas des arêtes; car elles se trouvent trois par 
trois dans les plans normaux aux axes ternaires. Si elles étaient 
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\ 


arêtes, ces plans seraient des faces, ce qui est contraire à l’hy- : 
pothèse. De ce fait deviennent impossibles les trapézoèdres 
($ 102) et les trioctaèdres ($ 102) dont deux faces se coupent sui- 
vant ces directions. Impossible aussi le dodécaèdre rhomboïdal 
dont les faces sont normales à ces directions. Enfin pour obtenir 
des caractéristiques simples, on doit prendre sur les arêtes 
symétriques de l’axe ternaire des paramètres irrationnels. 

De tout cela résulte la quasi-certitude de la men non-existence 

des axes ternaires irrationnels : par suite l'hypothèse réticulaire 
est pratiquement équivalente à la loi d'Haüy, avec cette extension, 
qui n’est pas dans la loi d’Haüy, que le milieu est périodique et 
que le réseau représente sa périodicité. Le réseau cesse d’être un 
artifice de calcul pour devenir une théorie physique. Les para- 
mètres cessent d’être des nombres pour devenir les équidistances 
de divisions réelles. 
. Les mathématiciens trouvent que les axes ternaires irration- 
nels peuvent exister dans d’autres classes; je renvoie à leurs 
mémoires. Ce qui précède suffit à poser le problème dont l’inté- 
rêt est principalement logique. 

2. — L'hypothèse réticulaire n’a pas exactement la même 
généralité théorique que la loi des indices rationnels. 

Aux raisonnements précédents on a fait les objections suivantes 
réfutées par Friedel. 

On a soutenu que trois arêtes auxquelles on doit attribuer, 
pour exprimer la loi d’Haüy, des paramètres différents, doivent 
être physiquement différentes. C’est vrai si le paramètre d’une 
arête est une subdivision réelle, physiquement existante, de cette 
arête; ce qui revient à dire que c’est vrai dans l'hypothèse d’un 
réseau : or c'est l'existence de ce réseau qui fait question. laza ! 

Au contraire les paramètres a, b, c, peuvent étre indifféremment 
portés sur les trois arêtes (par permutation circulaire) sans que 
le système des faces soit modifié. Par exemple le paramètre «a 
appartient aussi bien à l’une qu’à l’autre. D’où résulte que dans 
le cas d’un axe ternaire irrationnel, les trois arêtes sont bien 
physiquement identiqués pour tout ce qui se rapporte à l’orien- 
tation des faces; par suite rien ne s'oppose à ce qu’elles le soient 
pour toutes les autres propriétés. FER 

On a soutenu que la rationalité des rapports a° : b%: ©: abc 
est un cas tellement particulier qu’il serait invraisemblable. 
Maïs si les réseaux n'existent pas réellement, la rationalité des 
rapports à : b : c est aussi particulière et invraisemblable. 


+ 


CHAPITRE V 


GROUPES FINIS D'OPÉRATIONS | 
(TRENTE-DEUX CLASSES) 5 


La seule difficulté de cette étude est dans les notations et dans 
une recherche de correction formelle, excellente pour un géo- 
mètre, inutile pour un physicien. Il est toujours aisé de montrer 

. qu’un groupe d'opérations est admissible; mais après avoir énu- 
méré des modes admissibles, il est malaisé de prouver qu’il n'en 
existe pas d’autres; le lecteur tiendra cette démonstration pour 
faite ou se reportera aux traités spéciaux. 

Il existe en tout 32 classes; on leur a donné les noms les plus 
divers et les plus bizarres; chaque minéralogue tient à proposer 
sa nomenclature, d’où le plus assommant casse-tête. D’autres les 
désignent par un numéro d’ordre, et ces numéros diffèrent dun 
auteur à l’autre. Puisque ces classes ont des notations partout 
‘admises (à quelques variations près sur lesquelles nous revien- 
drons), ne serait-il pas plus simple de les désigner par ces nota- 
tions? Par exemple la classe nommée O par tout lemonde, s’ap- 

‘ pelle hémiédrie énantiomorphe ou holoaxe du système cubique, 
_  holoaxie tessérale, plagihédrale, gyroïde, classe pentagone-icosi- 
D ‘tétraédrique, etc., etc. | 
A quoi bon ce fatras? Pourquoi raser les gens? : ou. 
ë À la vérité les notations proposées sont de deux espèces sui- Ta 
vant qu’on prend pour base de classification tel ou tel élément. 
de symétrie. vs 

Je choisis celles de Wyckoff qui me semblent les plus con- 5 
crètes: elles ont l'avantage de supprimer les indices et expo- 4 
sants qui sont typographiquement difliciles à composer propre- 7 
ment. 

Quand on se place au point de vue des applications, il vaut 
mieux classer les groupes par systèmes. On est alors aidé dans 
leur description par les coordonnées des points homologues, 

| points qui se déduisent d’un point en le multipliant par les opé- 

. _ rations du groupe. On trouve sans peine avec ces coordonnées 
toutes les opérations qui ne sont pas indépendantes; autrement 

_dit pour trouver tous les points homologues d’un groupe, il n’est 


} 
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pas nécessaire d'employer toutes les opérations du groupe. Nous 
Savons par exemple que s’il existe un-axe pair et un centre, un 
miroir s'ensuit; en utilisant l’axe et le centre, nous obtenons tous 
les points homologues; à partir des coordonnées de ces points, 
nous vérifions l'existence du miroir. 


74. Définition des groupes d’opérations. 

1°. — Des opérations forment un groupe quand elles satisfont 
aux deux conditions suivantes : 

le produit de deux opérations ou le carré d’une opération est 
une opération du groupe. | 

le groupe contient l'opération inverse de toute opération du 
groupe. 

Tout groupe contient donc l'opération identique : AA7!—1, 

De là résulte immédiatement : | 

le produit d’un nombre quelconque d'opérations du groupe fait 
partie du groupe; 

une opération élevée à une puissance entière quelconque est 
une opération du groupe. 

Le groupe est fini ou infini suivant que le nombre de ses opé- 
rations est fini ou infini. 

a) Soit un axe sénaire; posons 4—60°. 

Les opérations du groupe sont : 


1 A) A(2a) Af3a) A(&i) A(5. 


Le groupe est d'ordre six; les conditions exigées sont satis- 
faites. 

Le produit de deux opérations du groupe est une opération du 
groupe. On a par exemple : 


A(4x).A(5a) — A(9o) = A(2r + 34) 2% A(3). 


L'opération inverse existe; elle consiste en une rotation de 
sens inverse de la rotation primitivement considérée. 
b) Les trois opérations : transposition autour d’un axe (Ar), 
réflexion sur un plan perpendiculaire à cet axe (S), inversion par 
rapport à la trace de l’axe sur le plan (1), forment un groupe: 
Ttoutes elles admettent l'opération inverse. 


On a : AS 4 
A.S—S.A—1], 
PSS 
LA—A.I—S, 


‘Comme il est impossible de faire d’autres produits distincts 
deux à deux, les opérations forment un groupe. | 

20. — Certaines opérations d’un groupe forment un sous-groupe 
lorsque, prises isolément, elles satisfont aux conditions de La déft- 
nilion d’un groupe. : 
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Par exemple les opérations (4— 60°) : 
1, A2), Af4o), 


forment un sous-groupe des opérations définies par un axe 
sénaire. Cela revient à dire qu’un axe sénaire peut être envisagé 
comme un axe ternaire pour une partie des opérations dont il est 

l'opérateur. 
Si l’axe sénaire est Fo itare comme binaire, le sous-groupe 
contient les 2 opérations : | 
1, A(3c). : 


Nous admettons que le nombre des opérations d’un groupe est 
un multiple des nombres d'opérations de tous les sous-groupes 
qu'il contient. 

Dans l’exemple précédent le nombre des opérations du groupe 
est 6; le nombre des opérations des sous-groupes est 2 ct 3. 


: 5. Groupes finis d'opérations. Problème de la Cris- 
tallographie. 

1°. — Il est évident qu'un groupe fini de déplacements ne con- 
tient pas de translations. Car contenant l'opération T{({), il con- 
tiendrait l’opération T({)— T{nt); ces translations toutes distinctes 
sont nécessairement en nombre infini. | | 

Le groupe fini ne contient pas de rotation hélicoïdale, puis-, 
qu’une telle opération contient une translation. 

S'il existe deux ou plusieurs axes, ils passent nécessairement 
par le même point; sinon le produit de plusieurs rotations con- 
tiendrait une translation ({$ 19 et 20). 

En définitive un groupe fini de déplacements se compose uni- 
quement de rotations, de réflexions et d’une inversion. Les axes 
de rotation et les miroirs passent tous par le même point qui est 
le centre d’inversion lorsque l’inversion fait partie du groupe. 

Il revient au même de dire qu’un groupe fini d'opérations laisse 
immobile un point du système. 

Appliquons toutes les opérations du groupe à un système S de 
points matériels; nous obtenons un système ? symétrique au 
sens du $ 43 : toutes les opérations du groupe appliquées au sys- 
tème 2 le restituent. 

Le centre de gravité du système Y doit se trouver sur tous les 
éléments de symétrie, axes, miroirs, centre; donc ils passent par 
le centre d’inversion lorsque l’inversion fait partie du groupe. 

2. — PROBLÈME DE LA CRISTALLOGRAPHIE. 

On demande tous les groupes distincts qu'il est possible de for- 
mer avec des rotations autour d’axes de première et de seconde, 
espèces, avec des réflexions et des inversions. 

Les opérations définies aux $$ 10 et 11 sont compatibles avec 
les groupes finis. : 

Le problème est simplifié par deux remarques. 
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a) Appliquons toutes les opérations d’un groupe à un plan arbi- 
trairement choisi; les plans obtenus définiront un polyèdre. ) 
L'hypothèse que les indices des faces du polyèdre satisfont à Ja 
ni de rationalité (f 69) limite l’ordre des axes aux valeurs 1, 2 

3, 4,6: 

“2 Supposons qu il existe simultanément plusieurs axes d'ordre 
supérieur à 2; les paragraphes 24 et suivants apprennent que les 
seules combinaisons possibles sont définies par les symboles : 


GI; : A0L. “L 


SEC UR, ; 


La première combinaison est éliminée par le a);ne sont admis: 
sibles que les deux dernières. 

Il existe 32 groupes satisfaisant aux conditions précédentes; ce 
sont les 32 classes des cristaux. 

Les notations entre crochets sont celles de Schoenflies; pour un 
certain nombre de groupes elles sont irrégulières. 

Les symboles À, Il, représentent un axe principal et le miroir 
normal à cet axe; d’où suit que si À est pair, un centre de symé- 
trie I s’introduit. De même L, P, L', P’, représentent respective- 
ment un axe binaire et le miroir normal à cet axe; d’où suit que 
si les éléments de symétrie contiennent LP, L'P', il existe un 
centre d’inversion I. Si les éléments de symétrie contiennent 
seulement pL, pP', les miroirs ne sont pas normaux aux axes: il 
n'existe pas de centre d’inversion. 


Notations des groupes. Symboles de symétrie. 


NS IG; 
nC nCi de Ë hémiédrie 
KeDire [Gur] . aramorphe 
ni Le nh \° I LEE P P 
| nt ATH 
hémiédrie AN 9 ES FO; Vi AE Le LETLEP PV Q;] 
énantiomorphe | A* 2L 2L/ nDi ) At 2L2L IH 2P 2P' 
nD N°5 [D,1] ) À SLT 3P D; 
(D, A° 3L 3L/. . (AS SL 3L LIT 3P 3P: 
In 2e à 
nc\(n—=4)[$,] RE FA 2L 2P° (a —4) . 
A (n—6) [Cu] Rs 
NE PP 
ne }A‘2P 2P’ hémiédrie 
[Ge] JA 3P hémimorphe 


Nana bS 


SEEN 
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3. — (COMPARAISON DES NOTATIONS DE SGHOENFLIES ET DE 
NVYOKORE. 50", Le 

La classification de Wyckoff repose sur les axes de première 
on de seconde espèces, associés ou non à un centre d’inversion; 
les miroirs n’interviennent pas explicitement. Celle de Schoen- 
flies les introduit. De là résulte des groupements qui diffèrent 
nécessairement pour un axe ternaire, parce que l'existence d’un 
centre d’inversion n'implique pas celle d’un plan de symétrie 
normal à l’axe, et inversement. è 

Eliminons d’abord les notations V=—Vierergruppe, Q — Qua- 
dratique, inutiles et qui troublent la régularité. 

Placons verticalement l’axe principal À; supposons l'existence 
d’un miroir [I normal à l’axe, par conséquent horizontal (4). 

Si l'axe est pair, la coexistence AIT introduit l’inversion I. 

D'où les groupes cycliques paramorphes de Schoenflies : 


à CV EnN=2Cr de Wychotf. -"L/m 


Cid == 207: À je 
Ce 06 ; : (2 
(EE A° Ft 11-—00Cc. Etre 


Pour Wyckoff qui classe d’après Pinversion I,le groupe 3Cx 
— \']—C,, rentre dans le groupement #C, alors que le groupe 
6ce—C;, en est exclu. : 

Les groupements de Wyckoif et de Schoenflies coïncident évi- 
demment quand ils ne contiennent ni I nil. Il en est ainsi pour 
nC—=C,, nD=D,, ne—C,, (v— miroir vertical passant par 
l'axe principal, groupement cyclique hémimorphe de Schoen- 
lies). à 

Les groupements nDi, nd, de Wyckoff ne coïncident pas avec 
les groupements D, D, de Schoenflies; comme plus haut la 
différence porte sur les groupes ternaires. L’inconvénient de la 
classification allemande est de séparer les groupes holoèdres et 
de mettre à côté des holoédries d’axe pair, une hémiédrie du sys- 
tème sénaire. 

Conezusrox : Puisqu’en partant d'éléments différents, ce qui 
est légitime, on arrive à des groupements différents, pourquoi se 
farcir la tête avec des mots sans intérêt (groupes cycliques para- 
morphes, hémimorphes, diédraux,...)? Un tableau suffit, pourvu 
qu’en face du nom conventionnel, quel qu’il soit (3Dz ou D,, par 
exemple), on écrive la seule spécification essentielle : les élé- 
ments de-symétrie. On peut se contenter des « ordinaires ». 


76. Notations américaines (Wyckofi). | 
1°. — Elles reposent sur les axes de symétrie associés où non 
à une inversion par rapport à un point pris nécessairement sur 


l'axe. 
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a) Il n'existe en tout qu’un seul axe pris comme principal. 

Si l'axe est ordinaire et d'ordre », le groupe est noté nC. 

Pour la notation 1C, 1Cx, voir le $ 59. 

Si l’axe d'ordre x est d'inversion (si pour obtenir l’homologue 
du point 4, il faut tourner de l'angle 2r:7 autour de l’axe, puis 
multiplier par une inversion), le groupe est noté nc. 

Si l’on associe un centre d’inversion, le groupe est noté nCxr. 

b) À l'axe principal on associe des axes binaires dans un plan 
normal. F 

Si tous les axes sont ordinaires, le groupe est noté nD. 

Quand à l'opération précédente on ajoute une inversion, le 
groupe est noté nl. 

Si l'axe principal est d’inversion, les binaires restant ordinaires, 
l'opération est notée nd. 

Si l'axe principal est ordinaire, les binaires devenant d’inver- 
sion, l'opération est notée ne. ne 

Je laisse pour l’instant de côté les cinq groupes du système 
cubique qui ont des notations spéciales. 

Onremarqueraqueles miroirs n'apparaissent pas explicitement. 

2°. — La notation de Wyckoff est beaucoup plus claire que celle 
de Schoenflies; elle s'appuie sur de bonnes raisons théoriques. 
Au point de vue pédagogique il est permis de douter qu'il soit 
avantageux de baser la classification (je ne dis pas la notation). 
sur les axes d’inversion parce que (sauf pour le groupe 4c=S, 
de Schoenflies qui est un trouble-fête et dont jusqu’à présent on 
n'a pas trouvé d'exemple naturel), tout se ramène à des axes 
ordinaires associés à des miroirs et à un centre d’inversion, 
comme on le voit dans le tableau. 

Au reste cela importe peu, puisqu’à côté des notations de 
Wyckoff et de Schoenflies, je donne les éléments de symétrie; la 
photographie d’un monsieur suflit pour le reconnaitre, qu'il s’ap- 
pelle Pierre, Paul ou Jacques. 

L'établissement du tableau résulte de petits théorèmes pour la 
démonstration desquels une figure suffit. F2 

Ils montrent qu’un système d’axes ordinaires et de miroirs, 
associé ou non à un centre d’inversion, est compatible avec un 
Système d’axes de seconde espèce. Par suite le tableau ne donne 
pas lous les éléments de symétrie quand parmi les éléments on 
compte les axes de seconde espèce. ue 

3°. — GrouPE 26, 6c. L'HSS 

Je laisse de côté le fameux groupe 4c. Æ 

a) L’axe est binaire. Le point à à la distance verticale 4 au- 
dessus du centre d’inversion, vient en 4 par transposition, en &, 
au niveau (— }) par inversion. D'où symboliquement :  2c—1T]. 

L'opération 2c vaut un mirage sur un miroir normal à l'axe A 
et passant par le centre d’inversion; axe et centre d’inversion 
disparaissent dans l'opération équivalente. 
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b) L’axe est sénaire. Partons du point & au niveau k; la rotation 
l'amène en à, l'inversion l’amène en à, au niveau Sn 

Partons du point a/; la rotation l'amène en a, l'inversion en à, 
au niveau z. 

Partons du point 4,; la rotation l'amène en «,, l'inversion 
l'amène en un point a, qui coïncide en projection avec 4, mais se 


_ trouve au niveau — }. Et ainsi de suite. 


vérin ns de) 
x 


D'où symboliquement :  6c— A II. 
L'opération 6c vaut un axe ternaire A ordinaire associé à un 


Groupe 2e 
n2 a(h) Groupes ne 
EE ———— 9 — "+ 
æ ah) P 
Groupe 6 c s Fo nine L LS œR) 
SA à 
NE a(k) Sa 
: ee l Le 
| RE - A SAME ENTE sf 
&3 ne | : a = ne Î 
NQ | De "ur ! 
Ke | cn 
Pa | Er A D: &(-h) 
Aa - 
es ne 
Me l Se 
Ed | N 
2e | S 
« | %a,(h) 
, (2) £ 
à 
7 
Fig. 74 


miroir I] normal et passant par le centre d’inversion {qui dispa- 
rait dans l'opération équivalente). 

Ces propositions ont été démontrées au $ 11. 

4°. — GROUPES ne. 


e e. e . 1 e . 5 LL . à 
L’axe principal est ordinaire, les axes’binaires sont d’inversion. 


Je dis qu’un axe binaire d’inversion L vaut un miroir P normal 
à l’axe binaire et passant par l’axe principal. 

En effet partons du point a au niveau X; la transposition doune 
le point au niveau — À; l’inversion donne le point 4, au niveau À. 
Les points a et a, de même niveau sont netMuer par rapport 
au miroir P. Ke 

5°, — GROUPES nd. 

L’axe principal est d'inversion, les axes Hu sont ordi- 
maires. ve 

&) GROUPE 4d. 4 wmv : or 

Partons du point a(k); une rotation de 90° donne le point; d'où 
par inversion le point a(— h), et par transposition autour de L le 
point a,(k); les points a et a, de même niveau sont symétriques 

q: 


Se 


Tes gx 
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par rapport au miroir P. Par transposition a{h) donne a{—h) 
symétrique de a, par rapport au miroir P/. D'où symboliquement : 


AGEN 2 RAA 


k D PR 

En effet les points à, et a,, a et a, dont les projections 5 obtien- 
nent par rotation de 90°, ne sont pas au même niveau; l’axe qua- 
ternaire d’inversion devient binaire ordinaire. 


b) Groupe 64. | 
Partons du point a(h); la rotation de 60° donne :, l’inversion 


AL PT 
| k T4 (2) he A 3 
a {h) 
__AGUR) 
bar 
—< _< > 
{ 
Aa;(-h) 
ae” 2 
Rs - 
Ya,(-h) \ 
Groupe &d P'L" 
1 Eroupe 6d 
Fig. 75. 


donne a{—h); la transposition autour de L fait passer a(A) en 
a{— h); la transposition autour de L” fait passer a,(— 4) en a (h). 
Les points a et a,, 4, et a, sont symétriques par rapport au plan 
P' qui passe par Afet par L’. 
_ On vérifiera que l’axe sénaire d’inversion devient ternaire‘ordi- 
naire (d’où les 6 points marqués) et que la coexistence des miroirs 
et des axes entraîne un miroir II normal à A°: d’où 6 nouveaux 
points (le nombre des points homologues est 12). i 

6°. — Quoi qu'il en soit de la base théorique de la notation 
américaine, qu'on la choisisse ou qu'on s’en tienne à fa notation 
de Schoenflies, il seraït temps de nous épargner les noms extra- 
vagants dont on décore les classes. J'imagine plus simple d’avoir 
le tableau précédent et d’énoncer, par exemple, qu’il s’agit de la 
classe 4D —D,, que de la nommer au choix hémiédrie énantio- 
morphe du système quaternaire, holoaxie tétragonale, classe tra- 
pezoédrale, létragonale trapézoédrique, etc., etc., ou encore de 
lui donner un numéro variable suivant les auteurs. FERA 

Si l’on reluse d'utiliser le symbole de la classe (4D par 
exemple), qu'on indique ses éléments de symétrie; il est plus 
court d'écriré A'2L2L/ que hémiédrie énantiomorphe du système 
quaternaire. Tandis que les éléments de symétrie déterminent 
loutes les propriétés de la classe, le nom ne dit quelque chosé 


GROUPES FINIS D'OPÉRATIONS 99 


qu'aux spécialistes de la minéralogie : orils ne peuvent prétendre 
à « lexclusivité » dans une question de pure géométrie. Encore 
l'expression hémiédrie énantiomorphe signilie-t-elle quelque chose 
en soi; mais je veux être pendu si, non prévenu, on donnera un 
Sens aux expressions hémiédrie para, hémi, antimorphe. Je pour- 
rais citer d'excellentes minéralogies où l’on ne trouve nulle part 
les éléments de symétrie des diverses classes : c’est ridicule. 

Le tableau montre que la notation américaine amène une par- 
faite régularité dans l’ordre des éléments de symétrie, ce qui 
apparaîtra encore mieux par la suite. 


Système triclinique. 


77. Groupes du système triclinique. 4 
Ils sont au nombre de deux:  1C,  1Cx. Est 
1. — Le groupe 1C contient un axe d’ordre 1: pour obtenir 
l’homologue d’un point à, il faut le faire tourner de 2+ autour de 
l’axe, ce qui le restitue. 
Le nombre des points homologues se réduit donc à N—1. 
2°. — Le groupe 1Ci se déduit du précédent par l’adjonction 
d’un centre, nécessairement placé sur l'axe: comme l'axe est 
-d’ordre f, c’est comme s’il n'existait pas; le symbole du groupe 
est donc I. es 
Le nombre des points homologues est N—2 : 
XYZ TYZe 
On écrit æ au lieu de —x pour simplifier les notations. 
REMARQUE. 4 
Notons une fois pour toutes que dans une expression telle que 
_zxy, le premier symbole est la coordonnée suivant l'axe de x, le 
second la coordonnée suivant l'axe des y, le troisième la coor- 
donnée suivant l’axe des z, 
Si les points homologues ont les notations : 
AY AT, 
cela veut dire que le second a sa coordonnée suivant l’axe des 
égale à la coordonnée du premier suivant l'axe des z. 
Et ainsi de suite. : 


Système monoclinique. 


78. Groupes du système monoclinique. 
Ils sont au nombre de 3: 2C, 2C4, 2. he 
1°. — Groupe 2C (symétrie A?). F2: 
Il existe un axe binaire que nous prenons pour axe des z. 
- Le nombre des points homologues est N 2 Ne 


2y2  Eÿz 
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2, — Groupe 2Ci (symétrie A? I II). 2m 


A l'axe binaire nous ajoutons une inversion. 
Le nombre des points homologues est N— : 


TYyz  LYZ XYZ _TYZ 


Les points se groupent par couple avec des coordonnées z de 
signes contraires et les mêmes coordonnées suivant les axes des. 
æ et des y : il existe donc un miroir normal à l’axe binaire; d'où 
la symétrie indiquée. 

3. — Groupes 2c (symétrie Il). ve | 

Nous devons faire tourner le point xyz de + (ce qui donne le 
point &ÿz), puis utiliser l’inversion (ce qui donne le point +73). 

D'où N—2 points homologues : 


TYE > AYS- 
Tout se passe comme s’il n'existait qu'un miroir normal à 
l'axe 2c. | 4 


Système orthorhombique. 


79. Groupes du système orthorhombique. 
Ils sont au nombre de trois : 2D, 2Dz, 2e. à ; 


Au groupe précédent nous associons une inversion; aux points 
(1) il faut joindre les points (2) obtenus en changeant les signes | 


1. — Grourz 2D (symétrie À L L’). 5: Sc d 

À l'axe binaire À pris pour axe des z sont associés deux axes | 
binaires L, L', dans un plan normal ( axes x et y). 
On vérifie immédiatement qu’il existe N—%4 points homolo- | 

: | À 
gues : à 
Æ XYZ LYZ -: LUZ TYZ (4; | 
2, — Groupe 2Dz (symétrie À L L'I II P P”). Lin ne 

| 


de toutes les coordonnées (N —8). 
EYE, | XYZ TYZ.| AOZ ne (21 
3. — Groure 2e (symétrie À P P. RCE 
A l'axe binaire À nous associons des axes binaires d’inversion 
L, L'. Montrons que tout se passe comme si par l’axe À passaient 
2 miroirs P, P'. | 
Partons du point x#yz2; multiplié par l’axe Ox (sans inversion), 
il donne le point xyz; ajoutons l’inversion, nous obtenons le 
point xyz. : 
Opérons de même avec l’axe Oy. | 
Nous obtenons successivement : 


ÉTR- Aye 


Recommençons avec le point #ÿz que donne le point xyz mule 
tiplié par l'axe A. 


W 


_ tes coordonnées : 


D'où en définitive les N—4 points : 
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L'axe Ox donne successivement :  4yZ, «y; 
l'axe Oy donne: LYS. . AY: 


\ 


LYS EUR. XYZ : XYZ. 


Les plans P(xOz), P(yOz) sont des miroirs. 
_ Partons en effet du point æyz : 
_Pdonne xÿz;  P’donne #yz. 


Partons du point Æÿ : 
P donne #yz; P'donne xyz. 


D'où la symétrie du groupe À P PF”. 


Système quaternaire. 
Le système contient 7 groupes. 


80. Groupes AC, 4Ct. 
4°. — Le groupe 4C contient un axe quaternaire. 
Il y a N—4 points homologues; la fig. 76 montre qu’ils ont 


ŒUYz YA LUS UZ: (he 


%, __ Le groupe 4Cÿ (symétrie A‘ I II) ne diffère du précédent 
z . . ÿ ; , . e . . 
que par une inversion; comme l'axe est pair, inversion intro- 


. ‘ Q x 
_ duit un miroir normal à l'axe. 


Fig. 76. 


Le nombre des points homologues est N—8; aux points (1) il 


| faut ajouter les points (2): = 


2u2 gas LEUR. Ut. 
Les 8 points se groupent par couples dont les coordonnées ne 


_ diffèrent que par le signe de z; d’où le miroir Il. 


81. Groupes 4D, &Di. 
1. — Le groupe 4D (symétrie A* 2L 2L/) contient un axe prin- 


_ cipal quaternaire et # axes binaires dans uñ plan normal. 
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Les points homologues sont au nombre de N—8. de 
À partir du point xyz l'axe quaternaire donne les points (1): 
TYZ . YXT LUZ JLLe (1) 
Multiplions par l’axe binaire qui coïncide avec Or; il faut chan- 
ger les signes des 2 dernières coordonnées. D'où les 4 points : 
GE + YAEN UE  YARE LA) 
On obtient les mêmes points en utilisant l’axe binaire, qui 


coïncide avec O7, ou l’un des axes qui coïncident avec les bissec- 
trices des axes Ox, Oy. : 5 


Par exemple l’axe coïncide avec la bissectrice des demi-axes 


de coordonnées positifs. Il faut échanger-les deux premières 


coordonnées, puis changer le signe de la troisième. 
Les points (1) donnent : | SH Der 


es YXZ SLYZ, (YRE Luz 
qui à l’ordre près sont les points (3), Re ne 
2. — Le groupe 4D; (symétrie A! 2L 2L'I [I 2P 2P') dérivé du pré- 
cédent en ajoutant un centre d’inversion. Aux huit points (1) + (3), 
il faut ajouter les suivants obtenus en changeant les signes de 
toutes les coordonnées (d’où N—16 points homologues) : 


TYZ  YAZ XYZ | YEZ. 


_ 82. Groupe 4c, Ad, 4e. 

1°. — GrouPE 4c. Æ 

L’axe quaternaire est d’inversion. 

Partons du point xyz; faisons tourner de = :2 (point yxz), uti- 
lisons l’inversion; nous obtenons le point ÿxz. 

Faisons tourner en sens inverse (point ÿx2), utilisons l'inver- 
sion; nous obtenons le point LS. 

Partons du point 7.xz, faisons tourner de = : 2 (point xyZ); utili- 
sons l’inversion; nous obtenons le point ryz. 

D'où en définitive les N— 4 points homologues : 

ŒUZ YAZ : YXZ . Ty. 

2. — GROUPE 4d. te RE sr 

Le groupe-4d (symétrie A° 2L 2P°) contient un axe binaire d’ins 
version et deux axes binaires ordinaires dans un plan normal. 

Pour trouver les coordonnées des N—8 points homologues, il 
est plus simple de partir des axes L et des miroirs à 45° de ces 
axes et de montrér après coup qu'il existe un axe quaternairé 
d’inversion À qui est binaire ordinaire. ee 

À partir du point +yz les miroirs donnent les 4 points : 


XYZ YXE Ta Ya. (4) 


2 
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Utilisons l’axe binaire L dirigé suivant Ox : 

AJRN OS YLS  TUe Jr. (5) 

Les 8 points homologues sont (4) +5). Tee. 

Il existe un axe À binaire; en effet les points se groupent par 
couples avec la même coordonnée z.et les deux autres changées 
de signe; par exemple on a : ds 

xyz et 2ÿz, yxz et ÿEZ, et ainsi de suite. 

Je dis que cet axe est quaternaire d’inversion. 

En effet partons du point xyz, faisons tourner de x:2 (point 
yx2); utilisons l’inversion : nous obtenons le point 777 qui appar- 
tient au groupe (5). | 

_ Faisons tourner en sens inverse (point yxz); utilisons l’inver- 
sion : nous obtenons le point y#Z qui appartient au groupe (5). 
Et ainsi de suite. l 

3. — GROUPE 4e. 

Le groupe 4e (symbole A*2P2P") contient un axe quaternaire et 
4 axes binaires d’inversion dans un plan normal. 

Pour trouver les coordonnées des N—8 points homologues, il 
est plus simple de partir des miroirs 2P, 2P', qui passent par 
l'axe et de montrer après coup qu’ils entraînent l'existence de 

A axes binaires d’inversion situés dans ces plans. 

4 Il y a N—8 points homologues: ï 

_ A partir du point æyz, l'axe quaternaire donne les 4 points : 


2YyZ OYFZ ÆYZ YU (1) 5 
Utilisons le miroir æ0y, nous obtenons les 4 points : 
PEU LUE IVe à (6) 


Les trois autres miroirs ne donnent rien de plus. 

Montrons que dans le plan æ0y existent 4 axes binaires d’in- 
version. rs 

Utilisons l'axe Ox. 

Le point xyz donne d’abord xÿz, puis par inversion Æyz qui 
appartient au groupe (6). 

Le point y#z donne d'abord yxZ, puis par inversion ÿ#z qui 
appartient au groupe (6). Et ainsi de suite. 

Utilisons l’axe bissecteur des demi-axes positifs de coordoôn- 
nées. À supposer l'axe binaire ordinaire, il faut intervertir les: 
2 premières coordonnées et changer le signe de la troisième. 

Le point xyz devient yrz. L’inversion change le signe des trois 
coordonnées; d’où le point y#z. | 

De même le point y#z donne d’abord Zy7, puis xÿz. 

- Les points 7ÿ2, xÿz, appartiennent au groupe (6). 
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Système rhomboédrique. 


Le système contient 5 groupes. ci 

Les positions des points homologues sont le plus simplement 
représentées en les rapportant à 3 axes qui forment un trièdre 
régulier. | 


83. Groupes 3C, 3Cx:. 2 

1°. — Groure 3C (symétrie A). 

Les N—3 points homologues s’obtiennent par permutation cir- 
culaire : | / 

LYZ  YIX ZXY. (1) 

2° — Groupe 3Ci (symétrie A). Fe 

Au groupe précédent on ajoute une inversion; d’où les N—6 
points homologues : | 


BAT 26 22 LUZ, YIX  ZTY. 
y ÿ 


84. Groupes 3D, 3D:. 

1°. — Groupe 3D (symétrie A° 3L). 

À l’axe ternaire où ajoute 3 axes binaires dans un plan normal 
et dans les plans de coordonnées. Il est facile de voir que l’axe 
L” qui se trouve dans le plan x0y (il est normal à l’axe Oz), intér- 
vertit les coordonnées x et y et change le signe des trois coor- 
données. 

D'où les N—6 points homologues. 


ÆYZ - YIÉ © ZXY | YVES © ZYX - T2: (1) 
2 — Groupe 3Di (symétrie A° 3L 1 3P). 
Au groupe précédent on ajoute une inversion. On obtient donc 
6 nouveaux points en changeant de signes les 3 coordonnées : 


TZ CYIT ZE yxz zyx  Æ2Y. (2) 
Les N— 12 points homologues sont (1) + AS 


85. Groupe 3e. 4 = 

Sa symétrie est A? 3P; à l'axe ternaire on ajoute 3 axes binaires 

d’inversion dans les plans de coordonnées et dans un plan nor- 
mal à l’axe ternaire. 

Pour trouver les coordonnées des N—6 points homologues il 
est plus simple de partir des miroirs P dont les traces sur le plan 
normal à l’axe ternaire bissectent les axes binaires. A partir des 
3 points que donne l’axe ternaire, on obtient les 3 points nou- 
veaux en intervertissant 2 des coordonnées. 

D'où les N—6 points homologues : 


XYZ YIL LEY. YXZ  ZYX - ! XZY, 
y 7 TE. 


À ASIA EE ; A il É 
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Nous venons de voir que si les axes L sont ordinaires, il faut 
intervértir deux des coordonnées, puis changer le signe des trois. 


NE La 
LA 
L 
e 
ë 
Fe 6 Pi 24 
D s <14 
/ / 4 ee 
/ / Ye 
/ / Fe 
4 / 1 
7 4 (72 
/ ep 
ns £ ne 
“A LS 4 
APS DES SRE None 
# / 7 
vL C4 
Ld 
2 £ 
Æi 
y P' 4 p’ \ 
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- Projection sur un plen norme] à lèxe ternaire 


‘Fig. 77. 


S'ils sont d’inversion, il faut donc se borner à intervertir deux 
. des coordonnées, ce qui conduit aux résultats obtenus avec les 
‘ miroirs passant par l’axe ternaire. 


Système hexagonal. 
© I contient 7 groupes. 
Les axes Ox, Oy sont à 120° l’un de l'autre et de même para- 
mètre ; re . leur est normal. 


J 


ge. Groupes 6C, 6Ci.. 


1°. — Groupe 6C Cm NE ie * 
On a lés 6 points 1, 2,... 6 de la figure 78. : se 4 
Les N—6 points homologues ont les coordonnées : He % 4 
2yz (x—yxz ÿlx— He ” 

yz (x—ykz Ya—y} ü) 


gs (y—ae y(y—x} | 4 
On obtient les 3 derniers à partir des 3 premiers en changea 
les signes des deux premières coordonnées. : 


2°. — GROUPE 6Ci (symétrie AS I I}. 
Au groupe Récents of ajouté une inversion: ce qu donne un 


106 CRISTALLOGRAPUIE GÉOMÉTRIQUE 


' 


miroir normal à l’axe sénaire. Le nombre des points homologues 
est N—12; on obtient les 6 nouveaux points soit en changeant les 


7 


3 


signes des trois coordonnées, soit en changeant le signe de la 
dernière : 
XYZ. (C—y}xz  Jx—y)z o 

Z  (y—x)#z  yl(y—x)z. ) 

.… 87. Groupes 6D, 6Di. 

1°. — Grourz 6D (symétrie Af 3L 3L'). : 

À l'axe sénaire on ajoute 6 axes binaires dans un plan normal. 

Pour obtenir les coordonnées des N—12 points homologues, il 
faut d’abord prendre les points (1) du groupe 6C et 6 autres points 
obtenus avec un quelconque des axes binaires. 

Utilisons celui qui coïncide avec l’axe Ox: il faut transformer 
les coordonnées suivant l’opération XYZ + (TX —y)yz. 

D’où les 6 points : 


(x —y)ÿz pre (y — x)z 
(UM )yE-  yrE rx Ne. 


2. — Groure 6Di (symétrie A° 3L 3L/ 1 II 3P 3P”). 
- Au groupe précédent il fäut ajouter une inversion; les points 


(2) 
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homologues au nombre-de N—24, sont obtenus en prenant les 
groupes (1) + (2) du groupe 6D et en ajoutant les 12 points dont 
les coordonnées sont les précédentes toutes trois. changées de 
signes. 74 

Je crois inutile de les écrire. 

88. Groupes 6d, Ge. 

1. — Groupe 6c (symétrie A? I). | ; 

L’axe sénaire devient d’inversion. IL y a N—6 points homolo- 
gues, qu’on obtient aussi bien au moyen d’un axeternaire et d'un 
miroir normal. Les coordonnées des 6 points sont : 


AYyz XV}  (Y— AZ mie 

ay JU) (ya. ue 

. Montrons qu’il est équivalent Lerhiser l'axe sénaire d'in- 

version. res 

Par rotation de 60° le point *yz donne le point (æ — y)xz; d’où 

par inversion le point (y—x)r: qui on aux point nee 
dents. Et ainsi de suite. 

2°. — GroUPE 64 (symétrie A? 3L II 3P). : 

L’axe sénaire restant d’inversion on ajoute 3 axes binaires dans 
un plan normal. Parmi les N— 12 points homologues se trouvent 
d’abord les 6 points ({) qui correspondent à l’axe ternaire d’in- 
version, pour trouver les 6 autres il faut faire une hypothèse sur 
la position des axes binaires par rapport aux axes de coordonnées. 

a) Supposons deux des axes dans les plans des coordonnées. 

Prenons laxe Ox comme opérateur; on passe du point 1 au 
point l’. L'opération satisfait au symbole D Tyz (Tr —Vv)yZ. 

D'où les 6 nouveaux points : re | 


(M y)95  Ey 2) CYLE 
(X—y)yz Ey—x)z  yxz. 


b) Supposons les axes bissecteurs des précédents. 
On passe du po Le au point l’au moyen de l'opération 


in 


@. 


SA (x 0 
D'où les 6 points : 
a(i—g}: Jr. (U—2ya 
At —y)z  YÿXzs (y—*%)yz 
— Groupe 6e (s ymétrie NSP APN 
4 existe un axé sénaire associé à des axes binaires d’i inversion: 
Il revient au même de faire passer 6 miroirs par l’axe sénaire. 
On obtient d’abord les 6 points du groupe 6C. 
Utilisons le miroir bissecteur des demi-axes positifs Ox, Oy; le 


mirage échange les 2 premières coordonnées et laisse inchangée 
la troisième; d’où les 6: points : 


(ae 
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CyXz AN —Yy)z (x —7y)yz 
Tÿz My T} (y XYZ 
Les points homologues sont au nombre de N=— 12. 


Système cubique. 
Il contient 5 groupes. 


89. Groupes T, Ti, Te. 

1°. — GrouPE T (symétrie 3A, 4L”). 

Il existe quatre axes ternaires qui sont les diagonales d’un 
cube; les perpendiculaires menées par le centre des’faces qui 

sont des axes quaternaires du cube, sont ici des axes binaires; 

nous les prenons pour axes de coordonnées. 

A partir du point «y l’axe ternaire bissecteur du trièdre Oue 
FoyRe ne points obtenus par permutation circulaire : 


XYZ  YZX ZX. 
Appliquons d’abord les axes binaires, puis Fun. des axes ter- 


naires; nous -obtenons les points : 


4. LUE Es, LUZ Eye 
HA SU 24 IUT UE Sur 
, Efÿ NS ZE = 


Le nombre des points homologues est N—12. 

2. — GRouPE Ti (symétrie 3A AI SI1).- ARE 

Au groupe précédent nous ajoutons une inversion ue déter- 
mine trois miroirs normaux aux axes binaires. 


- Nous obtenons ainsi, outre les points (1), les points (2) pour. 


lesquels les 3 coordonnées sont changées de signe. 


yzX 


ZTY 


ayz 
ÿzx 
2x 


UYZ, 
YZX, 
ZX WE 


Le nombre des points it est N— 


3°. — Groure Te (symétrie 3A 4L° 6P). 


(2) 


3 


24 


A+ 


Par chacun des axes binaires passent deux plans de symétrie; 
ils bissectent les angles formés par les deux autres. 
Prenons pour opérateur le plan qui bissecte les plans zOx, z0y. 
Outre les 12 points (1) nous en avons 12 autres obtenus en échan- 
geant les 2 prenuese coordonnées : 


LE. 


ZYX 


YXZ 
ZyXx 
XZY 


Æzÿ. 


à 


Le nombre des points a de est N —%4. !: ee. < 


PRET RTE 
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. 90. Groupes O, Or. 
1°. — Groure O (symétrie 3A* 4L° GL). 
Le nombre des points homologues est N —24. 
Au groupe T nous ajoutons des axes binaires qui bissectent 
les axes binaires de ce groupe (ils deviennent quaternaires). 
Prenons pour opérateur l’axe binaire qui bissecte les angles 0/7; 
nous devons échanger les premières coordonnées et changer 
tous les signes. 
D'où les 12 nouveaux points suivants : 


| VAS YXZ YXZ : YXZ, 
EUX  2YX  ZYX  ZYA, (4) 

D PEN + Ar EDS D DEAN AU 

ÿ XZY X2ÿ  ZY 


D, — Groure Où (symétrie 3A*4AL°6LISIT6P). 
Le nombre des points homologues est N—48. 
Ils ont les coordonnées des tableaux (1) (2) (3) (4). 


91. Tableaux d'ensemble. 

1°. — Le tableau suivant donne les groupes par systèmes avec 
le nombre des points homologues, le nombre des groupes et les 
noms érès variables dont on décore les groupes. J'ai mis à part 
les groupes du système cubique appelés parfois zsométriques. 

Le tableau du $ 119 donne les éléments de symétrie; les axes 
sont ordinaires. 

-__Il montre les caractéristiques concrètes des groupes. 

Les groupes 20 n’ont qu'un axe principal qui peut être d'ordre Î 
(en fait alors il n'existe pas). 

En ajoutant une inversion, on a les groupes rCx; si l'axe A est 
pair, on introduit automatiquement un miroir normal II. 

Les groupes D ne contiennent que des axes (opérations de 
première espèce); dans ces groupes on trouve les cristaux à 
pouvoir rolatoire. 


En ajoutant une inversion, on introduit des miroirs P, P', nor- 
maux aux axes binaires L, L’. ds 

Si l’axe À est pair, il existe un miroir normal II. 

Les groupes ne (hémiédrie hémimorphe) contiennent l'axe prin- 
cipal À et des miroirs P qui passent par cet axe. S'il est pair, les 
plans forment deux groupes P, P'; s’il est impair, ils n’en forment 
qu'un. 2 

Les groupes nc contiennent l'axe principal et un miroir; ils ne 
peuvent donc exister que si l’axe est défaillant ou impair; je 
reviendrai sur le groupe 4c qui n’a pas de symbole quand on 
n'utilise que des axes ordinaires. | | 

Enfin les groupes nd sont les seuls qui contiennent simultané- 
ment des axes binaires et des miroirs passant par l'axe principal 
sans inversion; j'appelle L les axes, P' les miroirs, parce que les 
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miroirs ne sont pas normaux aux axes; s'ils l’étaient, il existerait 
une inversion. | , 

2. — Ce tableau appelle des remarques intéressantes. 

a) Au point de vue géométrique les systèmes monoclinique et 
orthorhombique ne sont pas distincts, puisqu'ils dérivent d’un 
axe binaire considéré comme principal; c’est arbitrairement qu’on 
les sépare. Les 6 groupes obtenus à partir du groupe 2Dz en pre- 
nant les sous-groupes qu’il contient, font partie les uns du sys- 
tème orthorhombique, les autres du système monoclinique : ces 
derniers ne sont que les hémiédries et les tétartoédries du pre- 
mier (le nombre des points homologues est divisé par 2ou par 4). 

S'il paraît naturel de distinguer le système orthorhombique du 
monoclinique, c’est qu’on attache beaucoup trop d'importance au 
système. Par exemple les propriétés physiques ont plus de res- 
semblance générale pour les milieux holoèdres hexagonaux, 
quaternaires et ternaires, que pour les classes qui se rangent 
comme mériédries dans un de ces systèmes. 

On constatera l'absence du groupe 24 qui compléterait la série : 


AAC CAD, 2Dr +20" 20. 


En voici la raison. Une figure montre qu’un axe binaire d'in- 
version À équivaut à un miroir [I normal à A. 

Partons d’un point.xyz, nous obtenons le point 473. | 

Appliquons à ce point les axes binaires ordinaires L,"L”: nous 
obtenons les 8 points du groupe holoèdre 2D:. 

Il n'existe donc que 6 groupes distincts pour n—2. 

b) Les systèmes quadratique (n—4) et hexagonal (n —6) ont la 
totalité des 7 groupes possibles. 

On constate que pour #7—3, les groupes 3c, 3d, manquent. 
Une figure montre que ces groupes contiennent les 12 points du 
groupe 3D; ils ne sont pas distincts du groupe holoëdre. 

_ En définitive les 5 dernières colonnes se réduisent à 4 avec 
absence des trois groupes 24, 3c, 34 qui se confondent avec les 
2Di et 3Dz. | 

REMARQUE. 

Les 32 classes rentrent évidemment comme cas particuliers 
dans les 24 groupes de polyèdres de Bravais.. 

On les obtient en cherchant tous les groupes qui né contien- 
nent que des axes d'ordre 1, 2, 3, 4,6. On relira le $ 43. 


92. Points homologues; faces homologues. 
1°. — Nous déterminons ci-dessus les coordonnées des points 
homologues; rien ne nous empêche de partir simultanément de 
plusieurs points distincts et de déterminer leurs homologues. 
Nous pouvons prendre ces points sur un plan; les opérations du 
groupe détérminent les plans ou faces homologues. Au reste nous 
pouvons représehter une lee Par, ‘un point, pied de la perpendi- 
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culaire abaissée sur la face de l’origine des coordonnées; à tous 


les points homologues &, a,,... correspondent donc des faces 
homologues obtenues en menant par les points 4, a, des plans 
normaux aux droites Oa, Oa,.… 
à) Raisonnons sur le groupe 3Cx qui con- 
tient 6 points homologues. Partons du plan 
ABCD; l'axe ternaire donne trois plans qui 
forment une pyramide triangulaire régu- 


mide qui avec la première limite un rhom- 
boèdre. 

Certes le rhomboëèdre considéré isolé- 
ment a la symétrie du groupe 3Di; mais 
comme rien n'empêche d'associer autant de 
rhomboèdres qu’il nous plaît qui dérivent 
chacun d’un plan quelconque, l'association 
de ces rhomboëèdres ne conserve que la sy- 
métrie du groupe 3Cx. 

b) Prenons comme second exemple le 


groupe 2D. 
Poe A un axe binaire L”considéré comme 
Fig. 79. principal, associons deux axes binaires L’, 


- L”, dans un plan normal. u 

Partons d'un plan quelconque parallèle à L (noté L, sur la 
figure 80, mais on a l'habitude de supprimer l'indice 2). 

La multiplication par L donne une face parallèle; la multipli- 
cation par L’ ou L” donne une forme ouverte constituée par les 
faces latérales d’un prisme 
droit à base rhombe. Nous 
pouvons la fermer au moyen 
d’un plan normal à L qui, 
multiplié par L’ ou par L/, 
donne l’autre base du pris- 
me. Le lecteur remarquera 
que le nombre des faces 
n'est que de deux, bien que 
le nombre des points ho- 
mologues soit de 4. 

Partons d’un plan quel- 


ÎLa | conque; l’axe L donne un 
Zétraëare V-D, dôme dont l’arête est nor- 
Fig. 80. male à L. Les axes L' et L’ 


donnent un Second dôme 
qui forme un tétraèdre : c'est la forme la plus générale du groupe. 
Gomme le plan de départ est arbitraire, nous pouvons associer 
autant de tétraèdres qu’il nous plait. Il est facile de voir que la 
forme la plus générale du groupe 2D: est un octaèdre. 


lière. L’inversion donne une seconde pyra- . 


js pie bee 


AR 


GROUPES FINIS D'Ol ÉRATIONS 418 


6) unons pourquoi les groupes 7D sont hémièdres tra me. 
vézoïdaux. | 
La figure 81 montre le polyèdre le plus général pour les groupes 

3D, AD, 6D (la notation D,, D,, D, est celle de Schoenflies). 
L' axe principal donne une pyramide régulière de 3, 4, 6 faces; 


e 


frapézoedre Ds Îrapezoëdre D, Pemiscalénoedré Da, 
Fig. 81. | 
les axes binaires (ils produisent tous la même multiplication) don- À 
nent une seconde pyramide qui avec la première limite les 
polyèdres appelés trapézoèdres en raison de la forme de leurs 
_ faces. Les pyramides sont raccordés par un hexagone, un octo- 
gone, un dodécagone gauches; les axes binaires pen par les 
_ milieux de deux côtés opposés. 
Le trapézoëdre trigonal s'appelle encore hémiscalénoëdre. cs 
D OROUPE AC: ,: à 
C’est le seul qu ‘on ne puisse pas retrouver en utilisant les axes 
ordinaires, les miroirs et l'inversion. 
_ Partons d’un plan A'BC'C parallèle à l'axe quaternaire qui par. 
_ hypothèse est d’inversion. Faisons-le tour- BA À Re 
ner de 90°, inversons : nous trouvons la face 2 Re 
. BB'DC/ ou A’AC suivant le sens de la rota- 
tion. B 
__ Partons d’une de ces faces; faisons tour- 
ner de 90°, inversons; nous retrouvons la 
_ face ABC'C et sa Sy métrique par rapport à 
À considéré comme binaire. EN 
Opérons sur une face normale à À; nous ns 
obtenons une face parallèle. Bref le groupe dir 
Ac admet un prisme droit à base carrée. 
Comme la face de départ est arbitraire, 
tout plan ABC coupe suivant une diagonale 
de base un prisme à base carrée appartenant au groupe. 
Au plan ABC appliquons les opérations du groupe; nous obte- 
_nons le tétraèdre ABCD. 
Le tétraèdre issu du prisme droit à base carrée, possède des 
axes binaires passant par le milieu des côtés. Mais rien n'’em- 


8 


Fig. 82,1 
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pêche d’associer autour de l’axe quaternaire de seconde espèce 
autant de tétraèdres qu'on voudra, issus chacun d’un plan arbi- 
traire. La forme composée perd tous les FOR its de symétrie 
autres que ceux du groupe 4c. ; 


REMARQUE. 
Le groupe 4c est noté S, par Schoenflies. Il utilise une rotation 


de 90° puis un mirage sur un plan normal. Cela ne semble pas 
équivalent à utiliser l’inversion; cependant cela revient au même 
pour l’ensemble des points obtenus. Pour le voir le lecteur refera 
les calculs du $ 82 au moyen du mirage. 

Par exemple partons du point xyz; en faisant tourner de 90° 
nous obtenons le point y#z. Le mirage sur un miroir normal 
donne le point y#: qui appartient au groupe. 

Faisons tourner en sens inverse; nous obtenons 
le point ÿxz. D'où par mirage le point 7x: qui 
appartient au groupe. 

2. — GROUPE 6€. 

Partons de la face 1, faisons tourner de 60°, puis : 
inversons : nous obtenons la face 2 ou la face O 
suivant le sens de la rotation. Faisons tourner la 
face 2 de 60°, puis inversons : nous obtenons la 
face 3 pour un sens convenable de rotation. Bref 
la forme est une double pyramide triangulaire 
qu’on obtient avec un axe ternaire A? associé à 
un plan de symétrie normal. D'où : 


GC AM 


Double Pyramide 
Fig. 83. 


C’est Le goupe S, de Schoenflies. 
Le lecteur vérifiera l égalité symbolique : 


2c—TFI;: 


c'est le groupe $, de Schoenflies. 
On relira les $$ 11, 39 et 76. 


93. Groupes 24. 

Ces groupes sont caractérisés par des axes ne normaux à 
l'axe principal et des miroirs qui passent par l'axe principal, mais 
he sont pas normaux aux axes binaires. 

1°. — Groupe 4d (symétrie À AL .2P); 

Le nombre des points ou des faces Fe 8. 

La forme générale est représentée par la fig. 8 

Les plans de symétrie passent : 

l'un par le pourtour  A'B'ABA': 

l’autre par le pourtour AB”A' B'A. 

Les axes binaires passent : 

l’un par le milieu des arêtes opposées:  B'B”, BB’: 

Paatré. = — BB”, B'B”. 
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Le lecteur construira la fi figure à partir d'un prisme dont l’axe 
_quaternaire coïncide avec À,. Pour faciliter la construction, on a 
mis en place les quatre autres sommets D. 

2. — Groupe 6d (symétrie A*3L 1 3P). 

La forme générale (scalénoèdre) se compose de deux pyramides 


Sca/enoeare 
Fig. 85. 


régulières hexagonales raccordées suivant un hexagone gauche; 
les 12 faces sont des triangles scalènes égaux. 

Les miroirs passent par les arêtes opposées; les axes binaires 
passent par les milieux des côtés opposés de l'hexagone gauche. 


94. Axes polaires, axes bilatéraux. 
1° — Les groupes 3D, 4D, 6D, précisent ce qu’on entend par 


axes polaires et axes bilatéraux. 


Un axe est polaire quand il n’est pas Le de son inverse 


par rapport à un point pris sur lui. Il est bilatéral quand il est 
. homologue de son inverse; c’est toujours Le cas quand il existe un 


axe pair perpendiculaire, par conséquent quand le nombre des 
axes binaires contenu dans un plan est pair {groupes 4D, 6D). 

Au contraire aucune opération du groupe 3D ne fait coïncider 
un axe binaire avec son inverse; les 3 axes binaires sont polaires. 

Les axes principaux des groupes nCG sont polaires; ceux des 
_ groupes 2D sont bilatéraux. 

2%. — Si le nombre des axes binaires contenu dans un plan est 
pair, ils forment deux groupes qui ne jouent pas le même rôle : 
ce que montre la fig. 28. 

Si le nombre des axes est impair, on ne peut les distinguer 
sinon par leur position accidentelle dans le plan (fig. 29). 
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95. Groupes isométriques. | 
1°. — Ils sont caractérisés par l'existence de plusieurs axes 
d’ordre supérieur à 2. + 
Voici leurs symétries : 


T 12 DATES . tétartoédrie. 


[T;] Ti - 24 SA 4L° I 311 pyritohédral. 
[T4 Fée. 22% SN 4 4 OP tétraédral. 
O 24 3A 4L° 6L plagièdre. 


va lOi: Or 48 MAT ALL TAN: 0P holbobdre 


Ne pas oublier que l’inversion entraîne des plans de symétrie 
normaux aux axes d'ordre pair; d’où les 3 miroirs du groupe Ti et 
les 9 miroirs du groupe Où. 

IT faut se familiariser avec le système des éléments de symétrie 


3A%, &L3 6L; 
Fig. 86. 


du cube; la figure 86 représente isolément les axes 3A“, 4L°, GL. 

Les trois quaternaires passent par le centre de deux faces 
opposées; les 4 ternaires passent par deux sommets opposés; les 
6 binaires passent par les milieux des côtés opposés. 

Les 3 miroirs II sont à égales distances des deux faces oppo- 
sées; les 6 miroirs P passent par les côtés opposés. 

2°. — GrouPEzs T. 

Les axes quaternaires deviennent binai- 
res. 

a) GROUPE T. 5 3 

Le nombre (12) des points ou faces ho- 
mologues étant le quart du nombre maxi- 
mum (48), on dit que le groupe est tétar- 
toèdre. 

Si le plan de départ est normal à un axe 
ternaire, il n’est pas multiplié par cetaxe: 
le nombre des faces se réduit à 4; on ob- 
Tétraéére cubique tient le tétraèdre cubique. 

Fig. 87, À la vérité cette forme rentre également. 
dans le groupe Te, 
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b) Croce TE | 

Le nombre (24) des points ou tres homologues peut se réduire 
à 12 pour une position particulière 
de la face de départ; on obtient le 
dodécaèdre pentagonal. 

Comme c’est une forme caracté- 
ristique de la pyrite, cette hémiédrie 
est parfois appelée pyritohédrale. 

La forme générale est un octaèdre 
portant des pointements ternaires (ce 
n’est pas l’octaèdre pyramidé, trioc- 
taèdre, qui appartient au groupe Où. 

c) GROUPE Te. 

Le nombre (24) des faces homolo- 
gues peut se réduire à 12 pour des : 
positions particulières du plan de dé- Dodécaedre pentagonal 1; 
part. On obtient le tétraèdre pyramidé Pig. 88. 

(tétraèdre cubique dont les faces sont 
couvertes de pyramides triangulaires régulières : d’où le nom de 
tétrahédral parfois donné à ce groupe. 

Le tétraèdre en est un cas particulier. 

Pour une position particulière du plan de départ on Sue le 
dodécaedre.trapézoïidal. 

La forme générale ést l’hexatétraèdre, tétraèdre out les 
4 faces sont couvertes d’une pyramide hexagonale. 

3, — Groupes O, Or. 

Pour ces groupes les axes sont quaternaires. 

_ a) Groure O. 

Tous les axes subsistent. La forme générale contient 24 faces. 

La forme générale est licositétr aèdre pentagonal. 

b) Groupe Où. 

Il a la symétrie complète du cube; la Demo générale a 48 faces. 

Je n’insiste pas, le cube et ses formes dérivées devant nous 
servir comme exemple du procédé par lequel Haüy obtient les 
formes cristallines par troncatures à partir de la forme primitive 
(ici le cube). 


96. Réduction du nombre des points homologues. 
1°. — A la facon dont nous obtenons les divers groupes appar- 
tenant au même système, il est évident que le tableau des points 
homologues pour les groupes holoèdres : 


Or 20020 0) Dr, ADD 6Di. Op, 


contient respectivement tous les points homologues des autres 
groupes du même système. 

En effet le tableau du $ 119 montre que le groupe holoèdre 
contient tous les éléments de symétrie des autres groupes, élé- 


SAS ET 
‘ 
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ments qui existent isolément comme sous-groupes des éléments 
complets (il faut mettre à part le fameux groupe 4c). 

Par exemple écrivons les éléments de symétrie des groupes 
quadratiques : | 
Nombre des points. 


homologues. 
AGE TA ; À 
4Ci Aie ES 8 
Re D) PSE 8 
AD: Ne DR) CT IT EP PAPE holoëdre 16 
4d NDES OP" 8 
4e NSP ITLR | S 


Le groupe holoèdre 4D5 contient comme sous-groupes les élé- 
ments de symétrie des 5 autres: ce qui précise ce qu’on entenl 
par sous-groupe, ensemble des éléments qui appartiennent au 
groupe.et qui peuvent exister isolément comme groupe indé- 
pendant. 

2. — Proposition non moins évidente. 

Dans un groupe tétartoèdre nous pouvons choisir arbitraire- 
ment 2 points de départ xyz, x'y'z'; en les prenant convenable- 
ment nous obtenons les points homologues d’un groupe hémiè- 
dre. Si par exemple les deux points xyz, x'y'z', qui donnent cha- 
cun 4 points dans le groupe 4C, sont symétriques par rapport à 
un centre, nous obtenons les 8 points du groupe 4C. 

S'ils sont symétriques par rapport à un axe L, nous obtenons 
les 8 points du groupe 4D. Et ainsi de suite. 

Même raisonnement pour un groupe hémièdre par rapport au 
groupe holoëdre. D'où la conclusion générale suivante : une 
forme holoèdre peut être considérée comme la superposition de 
2 formes hémièdres, de 4 formes tétartoëdres: une forme hémie- 
dre peut être considérée comme la superposition de 2 formes 
tétartoèdres. 


Par exemple écrivons les coordonnées des 16 points du groupe 
holoëdre 4D: : 


XYZ  YTZ (TERRE EE 
XYZ TZ UPAREUE Ce 
TYZ YXZ XYZ YXZ 
LYS YXZS XYZ VS. 


Chaque ligne donne les coordonnées d’un groupe 4C. Bien 
entendu les points de départ de ces quatre groupes de points ne 
sont pas quelconques. En particulier les points xyz, xyz, sont 
symétriques par rapport à un axe binaire; les points XYZ, XYZ, 
sont symétriques par rapport à un centre d’inversion ; les points 
VU3, #77, Sont Symétriques par rapport à un miroir. Nous réla- 
blissons ainsi les éléments de symétrie qui manquent au groupe 4C. 
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2. — RÉDUCTION DU NOMBRE DES POINTS HOMOLOGUES. 

Dans un sous-groupe quelconque en choisissant convenable- 
ment le point xys de départ, nous pouvons obtenir un nombre 
de points homologues sous-multiple du nombre des points du 
groupe. 

Pour le groupe AC: les coordonnées des points homologues 
sont : 


Le PEROU ENST) VER. 
Posons :—0, ce qui revient à mettre le point xyz dans le 


plan IT; il n'existe plus que 4 points distincts : 


EU URO NUEVO: GEO. (1) 


Pour x—7y—0, ce qui revient à mettre le point xyz sur l’axe 
quaternaire, il n'existe plus que 2 points distincts : 


003: 007. 


Les points (1) qui appartiennent au groupe 4C, appartiennent 
aussi bien au groupe 4C. 
Ce que nous disons d’un point s'applique à une face; en effet 
nous pouvons la représenter par un point, pied de la perpendi- 
culaire abaissée de l’origine sur la face. D'où cette proposition : 
une méme forme RÉDUITE peut appartenir à plusieurs groupes. 
C’est évident dans le cas particulier. 
Les coordonnées (1) représentent quatre plans parallèles à 
l'axe quaternaire et tels que la section droite soit un carré. 
Multiplier par un centre d’inversion ne donne rien de plus. 
Mais l'obtention de cette forme ouverte qui utilise les 4 opé- 
rations du groupe 4C, n'utilise que la moitié des opérations du 
groupe 4C. 
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97. Méthode des troncatures (Haüy). 

1°. — Pour ranger les classes par systèmes nous nous appuie- 
rons sur le principe suivant : en appliquant au polyèdre I une 
opération qui respecte tous ses éléments de symétrie, on obtient 
un polyèdre Il de même symétrie; le polyèdre II appartient à la 
même classe, bien que sa forme soit différente. 

Au contraire si l'opération ne respecte qu’une partie des élé- 
ments de symétrie, partie choisie d’une manière convenable, le 
nombre des faces du polyèdre II est un sous-multiple du nombre 
des faces du polyèdre I; le polyèdre II appartient à une classe de 
symétrie inférieure. : 

Le lecteur demandera pourquoi recommencer le travail : c’est 
que les cristaux naturels sont des polyèdres de formes caracté- 
_ristiques qu'il s’agit de reconnaître; un octaèdre régulier a la 
symétrie du cube; cependant un octaèdre n’est pas un cube. 

Une même espèce chimique peut offrir plusieurs dizaines de 
formes de même symétrie : il est important de les reconnaitre. 

S'il est intéressant de déterminer les coordonnées des points 
ou plans homologues, il ne l’est pas moins de figurer les polyè- 
dres qui correspondent à ces plans et de les retrouver d’une ma- 
nière concrète et facile à retenir. ; Fe 

2°. — Pour classer les formes par systèmes, nous partons des 
polyèdres (formes primitives) qui possèdent tous les éléments de. 
symétrie des réseaux correspondants (symétries holoèdres), et qui 
sont les formes fermées les plus simples compatibles avec ces. 
éléments. 

Voici les sept polyèdres avec leurs éléments de symétrie. 

Quand l’axe est binaire, nous supprimons l'indice 2 qui indique 
son ordre; pour les axes sénaires, térnaires, quaternaires, peu 
importe que l'indice soit en indice ou en exposant. 


I. Cube : 
3A, 4L, 6L C 311 6P. (classe Où) 
[l. Prisme droit à base hexagone régulier : 


À 3L 3L’ C II 3P 3P/. (classe 6Di) 


= 
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À Fig. 89. Fig. 91. 

1 Hbombocdee 

AOL GOP (classe 3D:) 

Ë IV. Prisme droit à base carrée: | 

3 A,2L2L'GII2P2P' (classe ADi) 

É +: Fa droit à base lozange NS 

; “HL'L'CPPP.- (classe Di. 

. VI. Prisme oblique à base lozange : An. 

1 ds d'Ob:. (classe 2Di) 

;: VIL. Parsiélépipess quelconque : “. a. 
HE (classe 1G:) | ee 


PE . 


arêtes, faces de la be primitive qu'on peut superposer en uti- 
lisant les éléments de symétrie. Désignons par les lettres: , 


# 


. On peelle angles égaux, arêtes égales, faces égales; les angles, 
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P;, M, t (primirif), les faces, 

Be ET, les arêtes des bases, 

2, À, les arêtes latérales, 

de; 1.0; les angles de la forme primitive. 


| 4 

Les éléments géométriques égaux étant notés de méme, toutes les 
lettres ne sont utilisées que pour le polyèdre VII; pour les autres 
en nombre moindre elles sont répétées. 

Pour le prisme droit à base lozange (système terbinaire), on 
met l’angle obtus de la base en avant (angles a de la figure 93). 

Pour le prisme oblique à base lozange, on met l'angle obtus 2p 
en haut et en avant (angle O de la figure 96). 

Pour obtenir les formes holoëdres, on modifie la forme primitive 
par le même nombre de facettes sur tous les éléments géométri- 
ques de même notation. Les facettes ainsi obtenues sont éviden:- 
ment égales entre elles, puisqu’en utilisant les élément de symé- 
trie de la forme primitive, on peut faire coïncider deux quelconques 
d’entre elles. 

Une fois les troncatures obtenues, il suffit de les prolonger pour 
obtenir un polyèdre qui possède la même symétrie que la forme 
primitive : c'est une des formes holoèdres dérivées possibles. 


98. Formes mérièdres : hémiédrie, tétartoédrie. 

Si toutes les facettes (sroncatures) indiquées par la symétrie de 
la forme primitive coexistent, la forme dérivée est complète, 
holoëdre. 

Négligeons d’utiliser certains éléments de symétrie; la forme 
obtenue ne contient généralement qu’une fraction du nombre des 
faces de la forme holoëdre; elle est mérièdre; quand elle contient 
la moitié des faces de la forme holoèdre, elle est Lémièdre: quand 
elle en contient le quart, elle est tétartoèdre. 

De la forme primitive, à partir de La méme facelte, supposons 
dérivée d’abord une forme holoëdre, puis une forme hémièdre. Il 
est clair que toutes les faces de la forme hémièdre H appartien- 
nent à la forme holoëdre. Prenons une des faces restantes de la 
forme holoëdre et appliquons-lui tous les éléments de symétrie 
conservés; nous obtenons une forme hémièdre H' qui n’a évidem- 
ment aucune face commune avec H. 

Les deux solides hémièdres sont dits conjugués. 

La tétartoédrie pouvant être considérée comme l’'hémiédrie 
d'une hémiédrie, il existe simultanément quatre formes con- 
juguées. 

Naturellement il faut que les éléments de Symétrie dont nous 
conservons les opérations : 

soient compatibles entre eux; cette condition esltoujours salis- 
faite, puisque tous les éléments de la forme primitive Le sont: 

ne redonnent pas automatiquement les éléments supprimés. 
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Par exemple si nous partons du prisme oblique à base parallélo- 
gramme dont le symbole est L, GC, P, nous ne pouvons pas suppri- 
mer le plan sans supprimer le centre; car nous savons ($ 11) que 
lPexistence simultanée d’un axe pair et d’un centre rétablit le plan. 

Le problème consiste donc à chercher tous les groupes d’élé- 
ments dont la coexistence n'entraine aucun autre élément, à partir 
des sept symétries holoèdres des formes primitives. 

Tous les groupes d'éléments qui dérivent d'une des formes pri- 
mitives, forment un système. 

_ Nous retrouvons ainsi 31 des 32 groupes de déplacements 
découverts par une autre voie; est excepté le fameux groupe S, 
ou 4c qu'on n’a jamais rencontré dans la nature. 


99. Formes simples, formes composées. 

Parions d’une troncature et construisons la forme correspon- 
dante par la méthode d’'Haüy, ou en utilisant les [éléments de sy- 
métrie, ce qui revient au même : nous obtenons une forme simple. 

La forme est composée quand on part simultanément de deux 
ou plusieurs troncatures iadépendantes (qu’on ne peut dériver 
l'une de l’autre ou superposer l’une à l’autre en utilisant la 
symétrie). i 

Il arrive que Les formes simples soient ouvertes : elles ne limi- 
tent pas une poïtion finie de l’espace. 

On peut toujours obtenir une forme composée qui soit fermée. 

Par exemple dans le système orthorhombique les faces norma- 
les aux trois axes binaires forment chacune une forme ouverte 
(deux plans parallèles). A elles trois elles donnent une forme fer- 
mée. Dans le système quaternaire une face normale à l’axe qua- 
ternaire donne une forme ouverte (deux faces parallèles); une 
face parallèle à l’axe quaternaire donne aussi une forme ouverte . 
(prisme droit non basé à base géométrique carrée ou octogone). 


100. Mériédries (hémiédrie, tétartoédrie). 

1°. — Rappelons quelques théorèmes généraux. 

Quand une partie des axes de la symétrie holoëdre sont défi- 
cients (manquent à la symétrie mérièdre), parmi eux se trouvent 
des axes binaires : en effet les axes binaires entraïnent les axes 
principaux ($ 31). 

Tout polyèdre qui possède g axes binaires dans un plan P (ils 
se coupent en un point G de ce plan), possède un axe d'ordre q 
perpendiculaire au plan P et passant par le point G. 

Lés axes binaires se divisent en deux groupes si g est pair, ils 
sont indiscernables si g est impair. Quand un axe binaire fait 
défaut, tous les axes du même groupe font défaut : l'ordre de 
l'axe principal perpendiculaire est divisé par 2. 

99. — CRISTAUX HÉMIÈDRES D'APPARENCE HOLOËDRE. 

Soit deux faces F, et F, qui se déduisent l’une de l’autre quand 
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la symétrie est holoèdre et qui deviennent indépendantes pour la 


symétrie hémièdre considérée. | 
À l’aide de la symétrie hémièdre nous déduisons de ces faces 
deux polyèdres conjugués $, et S,. La forme composée qui résulte 
des formes conjuguées est évidemment la forme holoëdre. 
La tétartoëédrie n'étant qu’une hémiédrie d'hémiédrie, il existe 
4 formes conjuguées dont la superposition redonne la forme 
holoëdre. a: 

Rien n'empêche les formes conjuguées d'exister simultanément 
et de constituer une forme composée d'apparence holoëdre. 

Alors même qu’elles existent toujours simultanément, la vraie 
symétrie du cristal se trahit par les propriétés physiques. Par 
exemple les faces de l’un des groupes sont plus développées, plus 
polies que celles de l’autre groupe; elles sont attaquées différem- 

. ment par les acides ou les réactifs appropriés, etc. : 

La coexistence des formes hémièdres conjuguées n’a rien d 
plus surprenant que la coexistence (dans une forme composée) de 
formes simples qui augmentent en apparence la symétrie. 

Par exemple la symétrie du quartz est une hémiédrie du sys- 
tème ternaire; cependant les formes simples se groupént toujours 
en formes composées qui lui donnent une apparence de symétrie 
sénaire. Mais certaines facettes inclinées (plagièdres) trahissent 
sa véritable symétrie. 


101. Caractères des diverses hémiédries. 

1°. — HÉMIÉDRIE HOLOAXE, NON SUPERPOSABLE, ÉNANTIOMORPHE 
(GROUPES DIÉDRAUX). | 

Des éléments de la symétrie holoèdre nous ne conservons que 
les axes : il reste une symétrie acceptable dont la forme géné- 
rale possède la moitié des faces de la forme holoëdre corres- 
pondante. 

Les deux formes conjuguées non superposables sont énantio- 
morples, images l’une de l’autre dans un plan. 

Les facettes correspondantes sont dites plagièdres. 

Nous supposons quelconque la face S, qui sert de point de 
départ; cela revient à dire que les formes conjuguées 70 super- 
posables redonneraient par leur superposition la forme holoëdre 
la plus générale. Si la face S, de départ n’est pas quelconque, en 
lui appliquant les éléments de la symétrie hémiédre holoaxe, 
on peut retrouver une forme holoëèdre. | : 

2°. — La face S, étant quelconque, les formes conjuguéés ne 
sont pas superposables. 

En effet si elles étaient superposables, on pourrait amener la 
superposition en faisant tourner l’une d'elles autour d’une droite 
passant par le centre (supprimé) de la forme holoëdre; cette 
droite serait donc un axe du polyèdre holoëdre. Cest impossible 
Puisque par hypothèse ils sont tous conservés. Une rotation 
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‘autour d’un quelconque des axes, compatible avec l’ordre de l'axe, 


restitue la forme elle-même, non sa conjuguée. 
. On peut présenter la démonstration d’une autre manière. 
Admettons que dans la forme holoèdre de laquelle on part, 
existent des groupements de faces énantiomorphes; on passe de 
l’un à l’autre au moyen des réflexions sur les miroirs et de l'in- 
version par rapport au centre. Mais par hypothèse on supprime 
ces opérations; donc on laisse la moitié des faces respecli- 
vement dans chacun des polyèdres conjugués qui sont énantio- 
morphes. é 
En définitive l’hémiédrie énantiomorphe découle des ensem- 


bles d'opérations qui ne contiennent pas d'opération de seconde 
P q P | 


espèce; elles forment un sous groupe (S 151). | 

3%. — Ily a des cas où, même en partant d’une face quelcon- 
que, les formes conjuguées sont superpo- 
sables. 

Soit par exemple la forme 
primitive généralementadop 
tée en France pour le système 
clinorhombique (symétrie L 
GP). 

La face S, quelconque mul- 
tipliée par le plan P donnes, ; 
multipliées par l'axe 
binaire L ou par le cen- 
tre C, les faces S, ets, 
donnent S, et S; : la forme 
holoèdre est un prisme ou- 
vert. 

Les formeshémièdres énan- 
tiomorphes conjuguées (sy- 
métrie L) sont les dômes ou- 
verts manifestement super< 
posables S;S,, S.S,. 

Mais fermons ces dômes 
par des bases telles que les angles O et A soient différents (con- 
formément à la symétrie) et par le plan P : les prismes triangu- 
laires fermés cessent d’être. superposables. 

Cela revient à dire que le polyèdre dont on prend la moitié 
des faces, doit contenir des groupements de faces énantiomor- 


L 


Fig. 96. 


phes, de manière que les opérations de seconde espèce intervien- 


nent dans sa construction à partir de l’une des faces : sinon les 
formes hémièdres sont superposables. ° 

4%. — HÉMIÉDRIE HÉMIMORPHE (ANTIHÉMIÉDRIE). 

Cette hémiédrie caractérise les groupes C,, et T, de Schoen- 
flies, ne et Te de Wyckoff. 

On supprime Le centre; on maintient les plans de symétrie qui 
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sont compatibles avec cette suppression. Le cristal porte des 
pointements différents aux deux bouts de l'axe principal. 

Les formes conjuguées sont superposables puisqu’on maintient 
des opérations de seconde espèce. 
- 0 — HÉMIÉDRIE PARAMORPHE (PARAHÉMIÉDRIE). 

On maintient le centre; les faces vont donc deux par deux, 
parallèles entre elles, d’où le nom de cette hémiédrie. 


Systèmes de notation. 


102. Système de Haüy complété par Lévy. 

1. — La troncature la plus générale porte sur les angles 
(sommets). 

Soit un sommet trièdre (les formes primitives n’en admettent 
pas d’autres) limité par trois arêtes d, f, L. 

Un plan coupe sur ces arêtes trois longueurs que nous mesurons 
eh prenant pour unités ces arêtes elles-mêmes ou la même fraction 
de ces arêtes; elles servent de paramètres au sens défini au $ 46. 

Si le plan P coupe sur l’arête d une longueur égale à 7» fois 
cette arête, sur l’arêle f'une longueur égale à n fois cette arête, 


Fig. 97. 


sur | arête L une longueur égale à p fois cette arête, la troncature 
est notée : 
d' 1 h?. 


On convient d'écrire d’abord les arêtes de base. 


MÉTHODE DES TRONCATURES 427 


Le double emploi des lettres m etp n’amène aucune ambiguité ; 
comme exposants elles représentent des nombres. 

m, n, p, Sont plus petits ou plus grands que l’unité. 

De la joi des indices rationnels résulte qu’ils sont fractionnaires 
et simples; on peut les prendre entiers en sous-entendant un 
dénominateur quelconque. 

Par exemple le symbole d'f'h! signifie que le plan détache 
non pas toute l’arête d, toute l’arête /, toute l’arête 2, mais la 
même fraction quelconque de ces arêtes : il représente une infi- 
nité de plans parallèles. 

2°. — SIMPLIFICATIONS. 

a) Si deux des quantités », n, p, sont infinies, la face repré- 
sentée appartient au prisme primitil, La face £ par exemple cor- 
respond au symbole = d”"}°; il revient au même d'écrire /"d°}?, 
les nombres » et p étant quelconques. 

b) Si la troncature Q est parallèle à une arête de base, d par 


exemple, on a : 
de fhe 


On écrit d/*, en commencant par l'indice qui correspond à l'arête 
de base, f dans le cas particulier. 

Les troncatures d'®? d' d? sur l’arête d se disposent comme l’in- 
dique la figure 97. 

Dans le cube et le rhomboëdre toutes les arêtes ayant le même 
paramètre, peu importe d'écrire d”/”" ou d"”; on prend le numé- 
rateur plus grand que le dénominateur. | 

c) Si la troncature est parallèle à une arête latérale g et L, la 
simplification est possible sauf dans le système triclinique. En. 
effet dans tous les autres systèmes, une troncature sur les atêtes 
g ou À se reproduit symétriquement. C’est évident pour les arêtes 
h qui aboutissent à des arêtes de base de même notation; dans 
le système clinorhombique, les arêtes 2 aboutissent à des arûtes 
de base qui n’ont pas même notation, mais qui cependant sont 
égales. Les symboles L"/" et 2”/" ne présentent donc aucune am- 
biguité. 

Il n’en est pas de même dans le système triclinique. 

_ d) Quand la troncature est parallèle à lune des diagonales de 
la base, les arêtes de la base ont des indices égaux : 


dif? É à 


on désigne la face par lPangle solide aflecté de l'exposant m/p : 
d” ee hR? — ol? 


Au numérateur est la longueur paramétrique relative aux 
arêtes de base. 

e) Quand la troncature est parallèle à une diagonale d’une face 
latérale, les deux indices égaux appartiennent l’un à une arête 
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de base, l’autre à une arête latérale. Sc les arétes de base sont 
égales, on peut écrire sans ambiguïté (en indice) : 


b” b' RP: 


Au numérateur est le paramètre qui intervient deux fois. 
L’ambiguité existe pour le système triclinique et pour l'angle e. 
du système clinorhombique. 


| 103. Orientation des formes primitives. 
Précisons l’orientation des formes primitives des systèmes 
orthorhombique et clinorhombique. 
La figure 98 qui les représente, est la même (aux notations près). 


Frisme droit à bise rhomèée 


Prisme oblique 3 bise rhombe 
Fig. 98. | 


; 
1°. — On oriente le prisme droit à base rhombe en plaçant kori- | 
zontalement la grande diagonale de la base : les angles a de la 
base sont obtus, les angles e sont aigus. L’angle mm des faces 
latérales est énoncé par sa valeur obtuse (angles & horizontaux). 
2. — On oriente le prisme simplement oblique en plaçant l'axe 
binaire L dans le tableau; il coupe les arêtes g. Le sommet & est 
au-dessus du sommet o; ils sont dans le plan de symétrie 2 nor- 
mal à l'axe binaire : les angles O sont obtus, les angles ae - 
Les angles & et o de la base sont l’un aigu et l’autre obtus : | 
mais suivant les cas, c’est l’angle a ou l'angle o qui est obtus. | 
…. 104. Notation de Miller. 
1°. — Une face quelconque est rep-ésentée par l'équation : 
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MORE Re 
Don pure à; 


Pour coordonnées de la face Miller prend les nombres DURS 
_S; ils représentent les inverses des nombres de fois que les para- 
mètres &, b, c, caractéristiques des axes, sont contenus dans les 
segments respectivement déterminés sur les axes (à partir de 
l’origine) par le plan considéré. 

À supposer l’emploi du méme trièdre de référence, les caracté- 
ristiques q, r, s, de Miller, sont les inverses des caractéristiques 
mm, n, p, de Lévy. 

Malheureusement le trièdre n’est pas toujours le même. 

La notation 111 de Miller signifie qu’on prend sur les arêtes de 
référence des longueurs qui sont égales aux paramètres respec- 
tifs ou plus généralement la méme fraction ou le même multiple 
de ces paramètres. La notation 120 signifie que le plan considéré 
coupe sur l’une des arêtes une longueur par exemple égale à 


deux fois le paramètre correspondant, coupe sur la seconde une 


longueur égale au paramètre; le plan est parallèle à la troisième 
(en coupe une longueur infinie). | 

2°. — REMARQUES SUR LES NOTATIONS. 

I s’agit toujours de représenter un plan; il faut donc choisir 
un trièdre de référence et donner les distances à l’origine des 
_ points où le plan coupe les axes, distances m, n, pP, évaluées sur 
chaque axe avec l’unité de longueur relative à cet axe. Il revient 
au même de donner les inverses g, r,s, de ces distances. 

. Toutes les notations proposées ne font pas autre chose, celle 
de Lévy comme les camarades. | 

_ On dit cependant que la notation de Lévy représente non seu- 
lement wn plan, mais le polyèdre. C’est vrai en un sens dans les 
cas particuliers ef grâce aux simplications, cela explique pour- 


quoi cette notation subsiste. Mais l'avantage est illusoire, d’abord. 


parce que la notation générale est beaucoup plus claire, ensuite 
parce qu'avec un peu d'habitude on sait que tel symbole mnp 
ou grs représente tel polyèdre. À l'étranger la notion de Lévy est 
abandonnée; j'en parle parce que les minéralogies françaises l’u- 
tilisaient toujours et l’utilisent encore. 
IL est certain que si l’on écrit en France un traité général de 
minéralogie, on supprimera la notation de Lévy. 
Ce qui complique la lecture des traités de Minéralogie, quelles 
_ que soient les notations, est le choix différent des trièdres de 
référence. Dans certains cas l'arbitraire du choix correspond à 
la réalité. Dans le système quaternaire par exemple il existe un 
trièdre trirectangle dont les axes x et y peuvent aussi bien tour- 
ner de 45°; dans le système hexagonal les axes x et y peuvent 
tourner de 30°. Dans le système rhomboédrique on peut choisir 
_ trois axes obliques formant un trièdre régulier, ou prendre les 
9 
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axes du système hexagonal. Mais tout cela ne crée pas de difficulté 
pourou qu'une figure précise le choix. 

Pour les systèmes peu symétr iques la notation de Lévy devient 
d’une inutile complication puisque le symbole d”"fk? peut être 
remplacé par le symbole mnp ou grs. Si vous hésitez à me croire, 
ouvrez la Minéralogie de Descloizeaux. | 

J'ajoute une remarque qui semblera peu noble à ceux qui n'ont 
jamais fait imprimer un ouvrage : il est difficile d'obtenir la com- 
position correcte d’un symbole tel que a‘?; tout ce qui est au- 
dessus ou au-dessous de la ligne est une gêne typographique. 
C’est pour cela que j'emploie le symbole e* sous la forme exp. 

Si vous tenez à une jolie présentation de vos livres, n'oubliez 
pas cette remarque. 

Ainsi même dans le cas de la plus grande simplification, au 
symbole de la forme a? vous gagnez la suppression d’un carac- 
tère avec une difficulté typographique qui compense et au delà 
cette suppression. 

Mais ce sont précisément les simplifications de Lévy qui ont 
fait abandonner sa notation. De plus en plus l’imbrication des 
sciences exige la suppression de tout apprentissage sautrle : le 
premier venu doit pouvoir se mettre très vite « au courant ». Les 
notations ne doivent donc présenter en elles-mêmes aucune diff- 
culté; l’élégance est chose accessoire et très secondaire, si tant 
est qu’on puisse appeler élégance la suppression d’une lettre. 


405. Changement des axes de coordonnées. Choix des 

axes. | 
* 4°. — Les cristallographes choisissent diversement le trièdre 
de référence. Mais comme il s’agit d'obtenir des caractéristiques 
simples, le choix est très limité; les formules générales du $ 47 
se simplifient. 

Prenons les nouveaux axes Ox'y' dans Le plan des anciens Oxy. 
Les caractéristiques des nouveaux axes sont donc r»n0, m’n'0. 
D'où pour les formules de transformation : 


g=mg+nr, r=mg+ NE, 

Le changement le plus simple consiste à prendre +1 pour 
caractéristiques des nouveaux axes : c’est ce que suppose la 
figure 99. 

"L’axe des z étant conservé, On a : 


! 


g=qa+tr Pt, ss; 

_et pour les paramètres : | 
a'—Va + b+2abcosg,  b'—Va ED —2ab COS BC: 
On tre de là : | | 

29=g—r,. 2r=g +rh 12595. 


MÉTHODE DES TRONCAITURES Te 131 


Nous pouvons écrire : 


nu (4 ED Ep a! = 
Jp, vi A s—25", 
SE { ., Û ee 
à la condition que, tous calculs faits, nous divisions grs par leur 
ie 
ca cal 
K (0) a Pie A 


2, T 


Fig. 99: 


plus grand diviseur, s’il diffère de l'unité. 
Par exemple la ligne EH a pour caractéristiques : 


DL oser —L; 


2, — Cox DES AXES DE RÉFÉRENCE. 

Dans Le système cubique on prend comme axes les trois axes 
quaternaires. | 

Dans les systèmes quaternaire, orthorhombique et clinorhom- 
bique on prend respectivement comme axe des z l’axe quater- 
naire, l’axe binaire vertical, l’arête verticale. 

Le choix des deux autres axes peut porter sur deux systèmes 
de lignes disposées comme sur la figure 99. 

Dans le système quaternaire les deux systèmes d’axes sont rec- 
tangulaires. Les axes x, y, sont normaux aux faces m; les axes 
æ', y', passent par les arêtes k; ils sont parallèles aux diagonales 
de la base qui est un carré. On a : 


ab, a'—b—av2?, ce—=c!. 


Dans le système orthorhombique les axes x, y, sont parallèles 
aux axes binaires; ils sont par suite rectangulaires. Les axes x”, y", 
ebliques, sont parallèles aux côtés du rhombe de base. 

Dans le système clinorhombique on prend pour axe des x la 
diagonale inclinée, pour axe des y une parallèle à l'axe binaire. 
Les axes «’, y’, sont parallèles aux côtés du rhombe. 

Dans ces deux derniers systèmes les axes sont disposés de 
même : la différence vient de ce que l’axe des z est normal à l’axe 
des x dans Le premier, incliné sur cet axe dans le second. 

Aucune simplification n'intervient pour le système triclinique. 
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106. Angles des principales faces du cube. 
1°. — TRONCATURES SYMÉTRIQUES SUR LES ANGLES. 
La troncature égale sur un angle & donne la face a' —DBE de 

l’octaèdre. Pour calculer l'angle qu’elle fait avec la base p, repré- 
sentons le plan diagonal ACEG. On a pour l'angle à : 


igo— CE: OC 21,244, a 54447 


Ontire de là les angles pour les faces «?, a°,... a”, a”, 


Fig. 100. 


Pour &?, il faut prendre un angle dont la tangenie soit La moitié 
de la précédente : : 


angle te (0,7071)— 35° 16", 
Pour a'®, la tangente doit être double : 
angle to (2,8284) — 70° 327. 


Et ainsi de suite. 
90, __ TRONCATURE SUR LES ARÊTES. 
IL est clair que d' fait des angles égaux avec les faces p adja- 
centes : d’où 8—45°. | 
Les angles relatifs à 0°, 0", b',... ont pour tangentes 1:2, 1:3, 
1547. 
Les Angles correspondants sont  26°34— 1826/1402 
Pour comprendre la figure 100, à droite, on supposera ju 
troncature porte sur l arêle DC; nous pouvons toujours admettre 
qu’elle passe par l’arête AB. 


107. Exemple numérique (système orthorhombique). 

1°. — Voici les calculs pour le aitre. Nous partons du résultat 
et montrons comment il se déduit de la mesure des angles dièdres. 

Le nitre cristallise dans le système orthorhombique. 

Prenons les axes binaires pour axes de coordonnées ; les para- 
mètres sont : dy 7259100070 

Les faces 7» (110) font 118°50". 

D'où les deux premiers paramètres : 


LU to (30°35')—0,591. 
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Clivages imparfaits suivant m et g'; clivage parfait suivant une 
face en zone avec gt et p, face qu'il est done naturel de noter 
e'— (011). Elle ft avec sa symétrique l’angle 70°4 ou 10957 

comme on voudra. 
_ D'où le troisième paramètre 


dite (395227) = 0, 707. 


®%. — Conformément à la loi des indices rationnels, on trouve 
deux autres faces en zone avec p et g', notées et? — -(021), @—\012): 
Elles font avec leurs = lunes les angles 38° 38 et 109° O0’; 


109° 0’ 


Pre 7e céort 
verticale 


Frojectian x, 


Âerizon le À 


ie 101. 


les tangentes des moitiés de ces angles s’obtiennent en divisant 

ou nee par 2 la tangente de la moitié de l’angle qui carac- 
_ térise e!. En effetona: à 
OR tg(1919)—0,350, … tg(54°30/) —1,402. 


On trouve souvent la face b‘®—(111). 

Pour calculer l’angle 6 qu’elle fait avec la base p, du point O 
“abaïssons la perpendiculaire OA : 
7. OA—0,5088, d'où: tgf—c:OA—1,3778. 

D'où : p— 542". | “ 

La figure 104, en bas, montre les trois dômes en zone avec 
gt (100) les troncatures A (010) et les faces de l’octaèdre b'®. 


PL 
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3°. — MacLe. 
Il existe une mâcle avec #7 comme plan d’accolement. 
Nous verrons que la stabilité des groupements cristallins est 


liée à l'existence d’une rangée quasi normale au plan d’ accole- 
ment des deux individus. 


Montrons qu’effectivement la rangée (310) [elle passe par l’ori- 
gine et le nœud de coordonnées x—3, y—1, z—0j est quasi 
normale à la rangée (110). 

Les équations des rangées (310) et (110) sont : 


0,564.r7—y—0,  1,692.x+7y—0. 


Fig: 102. 


D'où pour les cosinus de leur angle & : : 
0,564 >< 1,692—1  —46 PE : 
V1,318V3,863 2256 020% 


D'où œ— 90° + 1°10'; 


COS a — 


la normalité des rangées est exacte à 


] 


1°10' près. 

108. Système hexagonal; notations à quatre caracté= 

ristiques. rase 
1°. — Pour obtenir commodément par permutation circulaire . 


les faces compatibles avec la symétrie, on donne les caractéristi- 
ques par rapport à quatre axes : l'axe vertical (sénaire) et trois 
axes à 120° l’un de l’autre dans le plan normal à l’axe sénaire. 
Toute face est donc notée grst. Elle est complètement détermi- 
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née par trois caractéristiques y compris la caractéristique {; la 
mise en évidence de la quatrième facilité le dénombrement des 
faces. 
. La relation entre les nombres grs se déduit du $ 105. 

Les paramètres sur les trois axes horizontaux étant égaux par 
raison de symétrie et la demi-droite Oz étant opposée à la bis- 
sectrice des demi-droites Ox et Oy, on a : 


—_s—qg+r, g+r+s—=0. 

Par exemple la droite ADA coupe 1 sur Ox, 2 sur Oz, — 2:3 
sur Oy; les caractéristiques sont donc : 
4,  1:2, —3:2, 


dont la somme est effectivement nulle. 
2%, -— CHANGEMENT DES AXES HORIZONTAUX. 
On donne grs pour trois axes parallèles à l’un des systèmes 


Fig. 103. 


d’axes binaires: on demande les caractéristiques pour les trois 
axes (à 30° des précédents) parallèles à l’autre système (à 90° des: 
précédents). RES 
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Appliquons les formules du $ 105:  : 
2e qg—=mq+ps. 
Les caractéristiques de l'axe x’ par rapport aux axes #z sont : + 
| REED 


avec le nouveau paramètre : sa aW3; me 
; D'où : g=g+28—{(g+r… 8) +(S—r)—=s—7r, É 
EE en vertu de la condition : g+r+s—0. À 
| D'où les formules de transformation : - : 
LS pq ST — q. (4) E 
Par exemple la droite AB a les caractéristiques à ; 
1 ne Lo 4 
THÉ S—;, DEEE d’où : q RC A ‘4 
2 A A = 2 
. Effectivement elle coupe l’axe + à une distance de l’origine 3 
égale à la moitié du paramètre a’. 


1 


Inversement cherchons grs en fonction de g1's'. Il suffit de 


résoudre les équations: comme exercice faisons le calcul direct. 
Appliquons la formule : | 


S—mq +ps. 
Les coordonnées du troisième nœud sur 
D'où : TD D 


Ox Sont z'— a, x'— 94. 
DT, S=2q"+s"': 
0 
;D’où par permutation circulaire : ; 
FRS tr de 7 de sg Er 
109. Correspondance des notations da 
Sénaire. 
1°. — La figure 104 montre la concordance d 


ns le système 


es symboles :. 
Lévy D m k! b! a. etc. 


Bravais 0001 1010 1130 ‘1011 1139 te - 


La base p coupe une longueur nulle-sur l'axe t; il faut donc 
prendre des caractéristiques indéterminées pour xyz et la carac- 
téristique œ pour {; il revient au même d'écrire (0001). 

La face 7» coupe 1 sur %, @SurY, —1surz, œ sur s : d’où la 
notation (1010). | 

La face },, parallèle à 4, est aussi parallèle à la ligne pointillé: 
d'où son symbole (1120). Elle coupe ene 
égale à la moitié du paramètre, . à ee 

Toutes les troncatures égales sur l’angle à, sont parallèles à 


ffet sur — : une longueur 
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la ligne pointillée; elles ont des symboles commençant par 112. 
Comme dans la notation a" l’exposant Æ représente le rapport 

de la longueur sur l’arête de base à la longueur sur l’arête verti- 

cale (longueurs mesurées à l’aide des paramètres correspon- 

dants), comme d’autre part les arêtes sont parallèles aux axes et 

que { mesure l'inverse de la longueur 

découpée sur l'axe sénaire, -on a la lé 

relation : BST 


aï—(112 %). 


En particulier on 

ECTS 
a'®— (2241). 

Toutes les tronca- 
tures sur l’arête cou- 4, 
pent ! sur Ox, œ sur 
Oy, —1 sur Oz; elles 
commencent donc tou- 
tes par 101. 

On vérifie immédia- 
tement la relation : 


bi — (101 #). 


En particulier on 
écrit : 


be —(2021). 


90, — NoMBRE DES FACES. 

Le système à quatre caractéristiques facilite le dénombrement 
des faces : il suffit en effet de permuter les trois premières carac- 
téristiques pour avoir les 12 faces qui sont d’un côté du plan H, 
et de changer le signe de’£ pour avoir les symétriques par rap- 
port à ce plan. | | ; es 

Partons de la face 1 de caractéristiques g7$; nous passons aux 
faces 5 et 9 par permutation circulaire. En effet la face 5 traite 
les axes yzx comme précédemmient la face 1 traitaitles axes 2yz. 
De la face L on a la face 12 en échangeant les caractéristiques des 
axes y etz; et ainsi de suite. 1 

D'où le tableau suivant : 


faces 1 Qrs ES faces 12 qsr. 
5 sq 4 rqs. 
DT 8 sa. 


Passons de la face 9 à la face LI. 
La première traite les axes 47 comme la seconde traite les 
axes 724; d'où pour la face 11 les caractéristiques sgr'. 


Re RO LE A 
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Opérant comme plus haut on a le tableau suivant : 


faces 11 sqr faces 10 rGs. 
3 rsq 2 srq. 
7 qrs 6 grs. 


= Fig. 105. 


La figure 106 vérifie les résultats sur 
est réduite à 6 faces. On a pris QD, 


PSE, 


un cas simple; la pyramide 


PT AMEN Re A 
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Le lecteur prendra une à une les faces et contrôlera les carac- 
téristiques qui leur sont accolées. 


110. Calcul des angles pour une pyramide régulière 
sénaire ou ternaire. 
4°. — Appelons À la hauteur, r le rayon du cercle dans lequel 
est inscrite la base hexagone ou triangle. 


Pour la base hexagonale, r représente également le côté de la 


base: pour la base triangulaire le côté est Var. 
Dans les deux cas on a : + 


TU 
BÊTE Dir LA 
2. _— PyRAMIDE HEXAGONALE (a —a/ == 60°). 
Calculons l'angle dièdre +. 
| Ro 2% 
O . OH—rv3:2, 19 Y=—=—. 
na g y ve 


Calculons l'angle dièdre 9. 
Dans le triangle sphérique rectangle MNP, on a : 


igo.sin 6—tg V3, 


tallise dans le systèr 
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2 


htgo—=v3(r? + pee g?—3 (1 FR 


. L'angle dièdre de deux faces adjacentes de la pyramide est 


90 
+) 


}. — PYRAMIDE TRIANGULAIRE (x—120°, x — 30°). :…. 
Calculons l'angle dièdre +. 


On a | PE 


l J' 
5 1gy——, tgy ro 


Calculons l’angle dièdre 9. 
Le triangle sphérique MNP donne : 


: AE À 
tgo.Sinf—tga e 
À Ce Ce a r° 
V3htgo— V7? +. A2, ete (1+5). 


de. 


À égalité de paramètre, toc est trois fois moindre pour la pyra- 


_mide triangulaire que pour la pyramide hexagonale. 


On a souvent besoin de l'angle +: 
Digy = Fig. 
Par exemple dans la calcite : 
29— 1055" 9 —5232 5 F-45923 


C'est l’angle de l’axe avec une face rhombe. 


111. Application à l’émeraude. 


1°. — L'émeraude (silicate d'aluminium et de glucinium) cris- 


Pour la face AIFE notée D! on trouve immédiatement : 


y—OHB —29°57—arctg(0,5762). 


: D'où : OBH—603  KBH—pbt—150 3, 


L’angle ; qui définit 42, à une tangente double : 


arctg(1,1524)— 493. 


L'angle +; qui définit &?, a une tangente moitié moindre : 


arctg (0,2881)—16°4', 
Les angles mesurables sont les suppléments : 
À PE — 16356 phi—15003 pbt2— 130057. 
Passons à la troncature sur les angles ADE— a, 


ne hexagonal. Prenons pour paramètre la 
hauteur AG du prisme, pour paramètre r 1 
Calculons les angles des formes principales 
port : -R:7— 499 : 1000. 


a longueur du côté. 
en admettant le rap- 
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| Ona: t&(0JB)—tg{pa)—2h:r—0,998. 
D'où:  OJB—4456; pa! (mesurable) —135°4/ 


Rire 


Fig. 108. 


2. — Calculons l'angle dièdre 29 —b"b1. 
Il faut appliquer la formule : 

tgte=3(1+ Es d'où: 21516 
Caleulons Pangle .: ; 2:—a'a. 


Tout se passe pour la face a' par rapport à la base 0", comme si 
le paramètre 7 était plus petit dans le rapport : 
DONNE D'ou: tone (+). 


D'où : | 24— 13838". 


Î 


112. Quartz. 

1°. — Il permet de préciser le choix des paramètres et des axes 
dans le système ternaire (rhomboëdre, $ 63). 

On convient de prendre pour paramètre c la distance verticale 
des sommets ternaires du rhomboëèdre, pour paramètre a la dia- 
gonale horizontale des faces rhombes qui est aussi bien la lon- 

 gueur de l'axe binaire. Pour obtenir une pyramide triangulaire 
coupons la hauteur au tiers par un plan normal à l’axe ternaire : 
il passe par les diagonales horizontales des rhombes. 

Pour revenir aux paramètres du $ 110, il faut poser : 
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Fig. 109. 


2. — Pour le quartz on prend : 

Cie AO0; te 0 L'OUEST 
SLS47 ES per 141027 
e* est le prisme hexagonal régulier obtenu par troncature sur 


les angles e et dont les arêtes sont parallèles à l'axe ternaire. 
Calculons l'angle dièdre pp du rhomboëdre par la formule du 


& 110 : tes (1+ 5). 


D'où : ee 


On trouve : 20 — 94915": 


C'est le paramètre fondamental qu’on tire de la mesure du 
dièdre pp et qu'on trouve dans les minéralogies. 
3. — CHANGEMENT D’AXES. : 
Aveclesaxes Ofnrz pour lesquelsles paramètressont 7:r:r:}, 
la face p du rhomboëèdre a la notation à quatre caractéristiques : 
(2122) si l'on prend les longueurs, 


(1211)! si l’on prend leurs inverses. 

Au lieu des axes horizontaux 27, prenons les axes à 20° des pré- 
cédents xyt. Le lecteur vérifiera que le paramètre horizontal 
devient &:3; la face p a pour notation : 

(11 1)! si lon prendiles longueurs, 
(1101) si l’on prend leurs inverses. 


> 
PONT PNR PRET CT 
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En effet le paramètre sur l'axe vertical est A—c:3; comme 
seuls les rapports interviennent, on peut aussi bien prendre pour 
paramètres a et c. 

Comme application calculons l’angle dièdre 29 —pe”?, de deux 
faces adjacentes de la pyramide régulière hexagonale que don- 
nent les rhomboëdres p et et?.. 

Appliquons la formule du $ 110,2 : 


st 7°? a? 
5 ti se Le (1 +2)=5,478. 
ie 20 — per 133° 44°. 


Conservons les axes xytz. 


On vérifie que les caractéristiques du rhomboëèdre p. sont 


(inverses des longueurs) : 
101) (O111) (1011); 
celles du rhomboëdre et” sont : 
(1011) . (1011) (1401). 
Il faut permuter circulairement à partir de la notation de l’une 
des faces. Les faces inférieures s’obtiennent en changeant la 
caractéristique de z. 
Nous supposons qu’on passe dextrorsum de x à y et à £. 
Rien n'empêche d’intervertir les axes y et t; les caractéristi- 
ques correspondantes sont interverties. | 
Il est évidemment impossible de retenir ces multiples conven- 
tions : c’est le pur casse-tête. Mais toute difficulté disparaît si l’on 
précise par une figure les axes choisis. 


113. Arsenic, antimoine, bismuth, tellure. 

1°. — Montrons comment on se débrouille dans le chaos des 
minéralogies. 

Je trouve dans Rammelsberg que l’arsenic est rhomboédrique 
avec le rapport des paramètres aæ:c—0,715. 

Par hypothèse j'ignore comment il prend ses paramètres. 

Mais il donne pour notation de la face du rhomboëdre (qu'il 
appelle r) le symbole : 

Lido ue: 

De cette notation résulte qu’il prend sur ses axes les longueurs 
(et non leurs inverses); comme la symétrie impose que Îles axes 
horizontaux soient à 120° l’un de l’autre, ce sont les axes xyt de 
la figure 109. 

Soit à calculer l’angle pp ou rr du rhomboëdre (angle 2e). 

_ Pour appliquer la formule du $ 110, 3°, il faut prendre le para- 

mètre sur OE. A Re 
. Comme on a évidemment OC—V3.01, la formule devient : 
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> 1 3a? 
D'où : DOS 
C'est l’angle donné par Rammelsberg. 
Vérifions nos hypothèses sur un autre cas. 


Rammelsberg appelle c une face de notation c: &a: œa: wa. 
C’est évidemment un pointement symétrique sur l’angle ternaire 


du rhomboëdre. Rammelsberg donne : HR PA Le 
Get angle doit être : HBO + 90°. 
Orona:  OH—acos30°—0,866 à — 0,617, 
si l’on prend c pour unité. 
D'ailleurs : arctg (0,617) —31° 42’. 
On a bien : 31° 42" + 90°— 1210427, 


Avec une table des carrés, cubes, etc., et une table des lignes 
‘naturelles, tous ces calculs demandent quelques minutes. On 
perd moins de temps à les faire sur un cas particulier, qu’à cher- 
cher l’énoncé de conventions que du resté on ne trouve jamais; 
les spécialistes posent que leurs livres seront lus par des spé- 
cialistes au courant de leurs petits trucs, non par des gens que 
la science amuse. 
2. — Comme nous retrouverons l’arsenic et ses parents à 
propos de l'isomorphisme, voici leurs paramètres. 


Arsenic  Antimoine Bismuth Tellure. 
a:cC 1000:1403 1000 : 1307 1000 : 1304 1000 : 1330. 
2 85°4’ 87°35 87° 40 86° 57’. 


Cet exemple montre que les angles caractéristiques de subs- 
tances considérées comme isomorphes, sont loin d’être égaux. 


Projection stéréographique. 


Pour représenter les faces des cristaux, on emploie la projec- 
tion stéréographique des pôles des faces. Afin d'éviter au lecteur 
de se reporter aux traités de Géométrie, rappelons (le plus sou- 
vent sans démonstration) la suite des théorèmes. 


On n'oubliera pas que le mot inversion est pris ici dans un 
sens très différent du sens défini au $ 11. | 


114. Propriétés de l’inversion. 
1°. — Deux figures F, F', se correspondent par inversion quand 
1Q N\ F » t : k 
leurs points homologues A, A', sont respectivement sur des 


droites passant par Le pôle d'inversion O, à des distances dont le 
produit est constant : 


1 


À 

| 

1 
| 
| 


hs 4 db 
"4 
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OA.OA'—OB.OB'—...—constante. 


. Deux points À, B, ct leurs inverses À’, B’, forment deux trian- 
gles semblables OA B', OBA, puisque l'angle en O est commun 
et qu’on a la relation : 


Les quatres points ABA'B” forment donc un quadrilatère ins- 
criptible; en particulier les angles marqués x Sont égaux. : 

… Rapprochons indéfiniment les points AB, par suite les points 
A'B’. Les côtés AB, A'B', des triangles deviennent des arcs infi- 
niment petits des ours F, F’; ils déterminent les tangentes à 
ces courbes aux points conjugués À, A”. D'où le corollaire : les 
tangentes aux points conjugués de A courbes inverses font le 
même angle (en sens inverses) avec le rayon vecteur; par suite 
deux courbes F et ® se coupent sous lé méme angle que leurs 

inverses F'et D’. . | 

Les théorèmes subsistent Sibineat pour des codrhee gau- 
ches puisqu'on peut toujours les décomposer en éléments plans. 
_ 2, _= INVERSES D'UN CERCLE ÉT D'UNE SPHÈRE. 


L'inverse d’un cercle est un cercle : la ligne des centres et les 


tangentes communes extérieures ee évidemment par le 
pôle. Due 

:Sile pôle est'sur: le cercle : 4 de añs'or ner, le A ra Sue 
10 


js 
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mais le cercle inverse, ayant des points à l'infini, devient une 
droite. se 
L’inverse d'une sphère R est une sphère S/. FPE 
En effet menons la droite D par le pôle et par le centre de la 
sphère S. L’inverse S' l’admet comme axe de révolution. 
= Menons un plan par cette droite: il coupe la sphère $S suivant 
un cerele C dont l'inverse C’ est un 
cercle. La surface S’ s'obtient en fai- 
sant tourner C’ autour de la droite 
D : c’est une sphère. 
Si le pôle est sur la sphère à trans- 
former, l’inverse est un plan. 
L’inverse C’ d’un cercle C dont le 
. plan ne passe pas par le pôle est un 
cercle. En effet menons deux sphères S, et S, par ce cercle C: 
les inverses sont des sphères S! et S! qui se coupent suivant l’in- 
_ verse C’ de C. Donc C’ est un cercle. — 


115. Projection stéréographique. 
1°. — On représente le point A de la sphère par sa perspective 
P D x Her Li A’ sur le plan P quel- 
conque normal à la 
droite OC qui passe par le 
point de vue O et par le cen- 
tre C de la sphère. 

Le plan P pouvant être 
considéré comme l'inverse de la sphère 
par rapport au point O (qui devient pôle 
d’inversion), la projection conserve les 

SEL angles : cela signifie que deux courbes 
AA tracées sur la sphère se coupent sous le 
même angle que leurs perspectives planes. 

Tout cercle tracé sur la sphère devient un cercle sur le plan. 

Tous les points de la sphère qui sont au-dessus du plan diamé- 
tral P/ normal à OD, se projettent dans le cercle de centre D et 
derayon DB (cercle fondamental); tous les points qui sont au- 

dessous, se projettent hors de ce cercle 
jusqu’à l'infini. 

Les grands cercles de la sphère, cou- 

pant le cercle P’ suivant deux points dia- 
métralement opposés, se projettent suivant 
‘des'cercles passant par les extrémités d’un 
diamètre du cercle fondamental DB’. 

Les grands cercles de la sphèré passant 

par O se projettent suivant des droites pas- 
Fig. 113. sant par le point D. 
2. — Pour représenter toute la sphère 


PARTS ee AE, 
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dans une portion finie du plan, on convient de donner au point 
A, la même projection Stéréographique qu’au point A. On les 
représente avec un signe distinctif, suivant qu'ils sont au-dessus 
ou au-dessous du plan. HLTAEe A 

Par exemple les points Cet À, de la figure 112 sont représentés 
comme lindique la figure 115. | 

Les projections obtenues sur tous les plans P normaux à OCD 
sont semblables entre elles. Nous convenons de choisi comme 
tableau le plan P' qui passe par le centre de la sphère. 


116. Représentation des faces d’un polyèdre. 

1°. — Avec un point O quelconque pris dans le polyèdre comme 
centre traçons une sphère. Du point O abaissons des perpendi- 
culaires sur les faces : leurs traces sur la sphère sont les pôles 
des faces. Une translation du polyèdre ne les modifie pas: on 
obtient la même figure quel que soit le point O. } 

Tant qu'il ne s'agit que des angles dièdres (ou, ce qui revient 
au mème, de la direction des faces), le polyèdre est complète- 
ment représenté par un certain nombre de points sur la sphère; 
nous aurons Sa représentation plane en construisant les projec- 
tions stéréographiques des pôles. 

Les pôles des faces qui sont en zone, sont sur un grand cercle 
de la sphère. Leurs points figuratifs sont donc sur un cercle MPN 
passant par les extrémités d’un diamètre du cercle fondamental 
(qui limite la projection stéréographique). 


8° 


Fig: 114. 
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‘Quand une face appartient à deux zones, son point figuratil : 


est à l'intersection des circonférences de zone correspondantes. 
20, — PROBLÈME. | dE Eu 

On donne les pôles a, b, de deux faces : tracer le cercle de zone: 

Cela revient à tracer un cercle passant par a et d, et par deux 
points diamétralement opposés À, B, du cercle fondamental. 
‘: Voici la solution de Duffour. SR He 
: Soit I le point d’intersection de la droite ab avec le diamètre 
cherché. Le théorème sur la puissance d’un point par rapport à 
un cercle donne les relations : 


» 


Par les points «, «, menons des droites parallèles de directions 
quelconques telles que : ; | 


702 gementel 


Fig. 115. 


L'intersection [ des droites ab, b'f', est le point cherché. 
La droite TO détermine les points À, B. 
IH va de soi qu'on peut prendre : 


ad —=qiaÿ,. ‘ab —q.a8. 
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Du point O menons la perpendiculaire Onm’ sur ab, la perpen- 
diculaire On'n sur b'f"; on montrera que m'n est normal au dia- 
mètre AB cherché. Ce qui donne une seconde solution quand I 
est hors de lPépure. 

3. — PROBLÈME. 

On donne le cercle de zone Ë; on veut son intersection À, B, 
avec le cercle S (supposé non tracé) donné par les deux point a, b. 
‘ Tout cercle en coordonnées rectangles peut être mis sous la 
forme : Ten ds 
| a + y + ax + by +c—=0. 

Soit les équations des cercles S, >, et du fondamental F rame- 
nées à cette forme : | 
RU nee S—0, 2—0, F—0. de 
Dés lors: S—F—0, >2—F—0, (2) 


sont les équations des droites d’intersection (diamètres du cercle 
fondamental). Le point commun à ces droites appartient à l’inter- 
section S—Y—0, qui est la droite AB cherchée. 

Elle passe donc par le point O. 

Ceci posé, Le problème sera résolu si nous connaissons le point 
1 intersection de la droite ab (connue) avec la droite AB cherchée. 

Or on a : | 

16.1a—1B.IA — 16.10. 


Nous sommes ramenés au problème précédent. 


417. Tracé de la projection stéréographique. 

fe. — Il est très simple quand le cristal est rapporté à des axes 
rectangulaires et quand le pôle d'inver- 
sion est sur l’un des axes. c : 

Meitons le point de vue O sur 
l'axe des z; prenons le rayon de 
la sphère pour unité. Le pôle P a 
pour coordonnées les cosinus di- 
recteurs ay de la face; d’où les 
équations de la droite OP : 


#K 


sr ÿ 
| DER bre | 
Les coordonnées de la projec- 
tion P'isont "°° Fe 


20 7 LE Ua À 


4560 

9 RER RE as PGle d'inversion 
Soit grs les indices de la face. PR RE An 

On à ; ARR L 
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mobi 1 
q 7° S Va +rts 


FL 


D'ou er Re ÿ—= a _— 
S+Vq®+r?+s? S+Vg+r?+s 
Si les paramètres ne sont pas égaux sur les trois axes, les tor- 
mules restent les mêmes: mais il faut remplacer q, 7, s, par g:a, 
r:b,s:c. En effet l'équation d’un plan : 


d 


x + ry +sz:—C"® : devient : ga +ri+si Cv, 


2°. — Comme application représentons les principales faces du 
système cubique (ad —c—1). La figure 117 montre un quadrant. 


001 
€ es 


101@ 


100 


x Fig. 117. 


Les deux faces du cube normales à Cz, (001) et (001), sont au 
point C; les quatre autres sont sur la circonférence qui limite la 
projection. 

Les faces de l’octaèdre (111) et (111) sont représentées par un 
point de coordonnées : 2 y—=1 : (V3 1) —0,366. 


La figure montre en (011) et (101) 4 faces du dodécaèdre rhom- 
boïdal; en (110) est figurée une face de ce rhomboëdre: d'où les 
12 faces en complétant la figure. : 

Nous avons-calculé les pôles pour la face quelconque (123) 
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Les trois plans de symétrie normaux aux axes quaternaires 
sont xCz, Cr, Cz. 


Les pôles des axes quaternaires coincident avec les pôles- des 
faces du cube. 

Les pôles des 3 axes ternaires coïncident avec les pôles des 
faces de l’octaèdre. 
.. Les pôles des 6 axes binaires coïncident avec les: pôles des 
faces du dodécaèdre rhomboïdal. 

Les traits pleins qui ne sont ni les axes de cordénaces. ni le 
cercle limite de la projection, correspondent aux plans de symé; 
trie normaux aux axes binaires. 


417 bis. Projsction stéréographique d’un petit cercle 
de la sphère donné par sa projection elliptique centrale. 
_ Le problème trouve son application dans l'interprétation des 
photogrammes de Laue (S 193). 
Sur le plan Il tangent à la sphère À, le petit cercle AA’ tracé 


Fig. 117 bis. 


sur Ja sphère se projette suivant une ellipse de grand'axe AD=—, 
quand le point de vue est au centre C de la sphère. 
Nous savons que vu du point O,il se projette suivant un cercle 


de diamètre AB= =D. 
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Soit r le rayon de la sphère. rs 
On a: r'ig2a—à, 2rtga—D; ee 
don kr8D— 4725 + D?5—0. À (US 
Dans le problème de Laue, le cristal est en C à la distance de 


la plaque photographique II. Nous verrons que les traces don- 
nées par les rayons X sont sur des ellipses dont nous pouvons 


mesurer le grand axe AD—3. La formule (1) donne le diamètre 
D du cercle correspondant dans la projection stéréographique. 


117 ter. Construction de quelques figures. 
1°. — COORDONNÉES GÉOGRAPHIQUES; LE POLE EST AU CENTRE 
DE LA FIGURE. + 


Soit à construire le réseau stéréographique pour le système- 


LAS 4 n 
n 


Fig. 117 ter. 


cubique, le seul pour lesquels les angles sont déterminés a 
priori; pour tous les autrés on ne connaît les angles que si l’on 
connaît les paramètres. Mais sachant construire le réseau en 
fonction des angles, on peut ensuite placer dessus les points qui 
correspondent aux faces d’un cristal quelconque. ee 
L’axe quaternaire Oz est normal au tableau: le centre de la 
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figure 117 £er représente donc le pôle de la face 001. Les pôles 
des faces gr0 sont sur le cercle qui la limite; nous prendrons son 
rayon pour unité. Les pôles des faces grs, où s est seul variable, 
se trouvent sur des diamètres; mais dans l'application de cette 
règle il faut admettre des indices fractionnaires. Par exemple les 
faces : eu ; 

Mae 100 201 101 O0 


peuvent s'écrire: 100  10(1:2) 101 10. 


Soit 2 la colatitude du point à représenter; la figure 117 qua- 
ter montre que la distance CD au centre est D—tgv. 


Propriété intéressante de la projection stéréographique : 
+ comme 4 reste toujours inférieurs à 45°, D varie, sinon propor- 


Fig. 117 quater. 


tionnellement à 2%, du moins d’une manière qui ne s’écarte pas 
beaucoup de la proportionnalité (fig. 117 quater). 
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Soit à placer le pôle d’une face 115. : 728 
Sa distance au centre est donnée par les relations {voir petite 
figure 117 éer:) : … 
tgo—s : 2, ty 24 —cotge—ÿ2:5s, D —=tg#. 
Par exemple pour les faces suivantes on a : 
111  tg20—ÿ2, y—2722  D—0,518 
112 tg20—V2:2, y—1738  D—0,318. 
Soit à placer le pôle d’une face 10s. Fe 
Sa distance au centre est donnée par les relations : 
tg29—1:s,. D=tg 9. 
Par exemple pour les faces suivantes on a : 
201  tg29—2, y—31°47  D—0,620 
AOF 19201," 0222904" D—0 12. 
Toutes les faces en zone sont sur le même grand cercle de la 
projection (cercle passant par les extrémités d’un diamètre). 
En effet elles sont parallèles à la même droite: leurs normales 
sont donc perpendiculaires à cette droite: le plan de ces nor- 
males, qui passe par le centre de la sphère, a pour projection un 


grand cercle. 
Par exemple un grand cercle passe par les pôles des faces : 


T0 20 11 0 CU 
Effectivement en additionnant on a (S 48 bis) : 
111 + 110 —021. 


Les grands cercles de la figure se coupent en une série de 
points dont on trouve les notations en écrivant que les faces cor-. 
respondantes appartiennent à deux zones. Tee 

Par exemple la face 312 est dans les zones : 


101—110  puisqu'ona:  2{101)-+ 110312, 
111201 1114201 — 312. 


Par le point obtenu tracons un rayon : son intersection avec le 
cercle fondamental donne le pôle de la face 310. 
Inversement il est facile de trouver le pôle de la face 210, en 
construisant sur les axes le rectangle 2—1, y—0,5, puis en tra- 
= çant sa diagonale. Comme ona:  211— 100 + 111, 
le ‘pêle de la face 211 est à l'intersection du grand cercle qui 


w : s ; - . . 
passe pt 100 et par 111. Ainsi de suite. 
2, __} COORDONNÉES GÉOGRAPHIQUES : LA LIGNE DES POLES EST 
UN DIAMÈURE DU CERCLE) FONDAMENTAT. /- RARE 
En projagtion les méridiennes de la sphère sont des grands 
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cercles qui passent par les pôles P, P’. Soit 2L la longitude 
comptée à partir du plan du tableau; la projection de la méri- 
dienne correspondante coupe le diamètre QQ' normal à PP’ à la 
distance D, du centre : | 


D,—=tg(45—L). (1) 


Les parallèles de colatitude 24 ont pour projection des ceréles 
quicoupent PP" à la distance D du centre : 


D—ig(45—4). (2) 


En vertu de la propriété de la projection stéréographique de 


Fig. 117 quintum. 


conserver les angles, ces cercles coupent normalement le cercle 
_ fondamental. Soit R son rayon, /'le rayon du cercle qui passe à la 


distance D du centre; soit d la distance CF des centres: on a: 
; é ; R°? D? : È 
cd=R+M =D Ep. (3) 
_ Les formules (1), (2), (3) permettent la construction facile du 
réseau. 


3°. — TROUVER LE POLE D'UN GRAND CERCLE. 
Soit AMB le grand cercle en projection qui correspond à un 
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plan I dont l’angle avec la normale au tableau est 24; il coupe le 
diamètre CM normal sur AB à la distance: D —=tgg or 
Le pôle P du plan II joint au centre de la sphère détermine 
une droite qui fait avec la normale au, tableau l’angle 90°-—2; 
Le srl D. 1—D, 
RU NU tn en 
La constructiou est évidente. Traçons la droite AME ; faisons 
ECF—9%"; la droite AF détermine le point P. C’est sur le plan 


Fig: 117 sextum, 


de projection la construction de la fig. 117 quintum effectuée à 
partir de la sphère. 

Par raison de symétrie la distance MP est minima pour 2ÿ— 45°; 
alors on a : D'=D =02rF; MP—0,818. 

Quand 2% varie ‘de 0 à 90°, MP d’abord égal à 1, diminue jus- 
qu'à son minimum 0,818, qui croît jusqu'à 1 | 

COROLLAIRE. sue 

On donne un trièdre trirestangle dont le sommet est au centre 
de la sphère; cherchons comment se présente sa projection. 
Appelons a, b, c, les arêtes, À, B, C les‘plans normaux. Sur la 
projection donnons le pôle «;le grand.cercle A s’ensuit. Sur le 
cercle À prenons le pôle d; le cercle B s'ensuit. Le pôle c est à 
l'intersection des deux cercles: d'où le grand cercle qui corres- 
pond un point C. Nous déterminons ainsi le triangle plan de 
côtés, circulaires, projection du triangle sphérique: déterminé par 
le trièdre trirectangle; en vertu de la propriété de la projection 
Stéréographique, le triangle plan est trirectangle. 


. 


CHAPITRE VII 


ÉTUDE DES POLYÈDRES CRISTALLINS 


Quand on feuillette admirable Cristallographie d’'Haüy, on est 
enchanté du soin minutieux qu’il met à tracer les figures; l’en- 
seignement fait trop bon marché de ce souci de correction. 

Les formules sont une chose, les figures en sont une autre. Mon 
lecteur n’a probablement pas le désir de noter une 171° face, ou 
de décrire une 701° combinaison de faces de la Calcite(ces nombres 
ne sont pas de fantaisie); mais il veut savoir de science nette à 
quoi tout cela correspond. Pour le lui apprendre nous userons un 
peu plus de papier; il payera le volume quelques francs plus cher : 
il en sera quitte pour se priver d’un taxi et pour faire une course 
à pied. Mais s’il a besoin de consulter une Minéralogie, il saura 
s’y débrouiller. Retae DR RTE ae 
* Nous décrivons ci dessous les formes types, idéales, qui ne Se 
rencontrent jamais dans les cristaux. En effet de la nature pério- 
dique du milieu cristallin résulte qu’une face est déterminée en 
direction non en position :-un cristal est cubique, non parce qu'il 
se présente sous forme d’un cube ou d’un oclaèdre régulier, 
mais parce que ses angles dièdres sont ceux du cube ou de l’oc- 
taèdre. Un corps qui cristallise en cube, peut'avoir la forme d'une 
table très aplatie de symétrie quaternaire ou orthorhombique. 
Une face pouvant être remplacée par une face parallèle, les faces 
du polyèdre prennent des développements très inégaux-: d’où le 
faciès caractéristique de l'espèce minéralogique. ee 

Je donne plus loin un exemple à propos du leucitoèdre.. 

Les formes ci dessous décrites sont donc celles des cristaux à. 
supposer qu'on remplace leurs faces naturelles par des faces 
parallèles convenablement situées. | AR ET 


118. Remarques sur la construction des figures. No- 
menclature. : 
Pour évidentes qu’elles soient, il est bon de les rappeler." 
4°. — Quand deux plans admettent un plan de symétrie, leur 
intersection est dans ce plan. At OR APT RENE 
‘Quand deux plans admettent un axe binaire, leur intersection 


LEPAT 


est normale à cet axe. be) 


Let 
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Quand quatre plans admettent deux à deux le même axe binaire, 


leurs intersections sont deux à deux symétriques par rapport à 
cét'axer “° 

2°. — NOMENCLATURE. 

a) Les mots rhombe et lozange sont synonymes. 

Le trapézoïde est un quadrilatère dont les côtés sont égaux 
deux à deux et les diagonales normales entre elles. 

Un polygone semi-régulier a ses n côtés égaux, mais ses som- 


- Rkhombe. Octogone 
} sem] requirer 


Trapezoide 
Fig. 118. 


mets sur deux circonférences conceñtriques ; il possède un axe 
Passant par son centre, normal à son plan et d'ordre n:2. 


b) Un polyèdre est épointé quand ses sommets sont respective 


ment coupés par une facette normale à l'axe du pointement 
(octaèdre portant les faces du cube). 

Le mot basé a le même sens, à cela près que les facettes coupent 
certains angles solides. 


Un polyèdre est émarginé quand ses arêtes sont abattues par 


une facette symétriquement placée sur les arêtes (cube portant les 
faceltes du dodécaèdre rhomboïdal). 


Un polyèdre est bordé quand ses arêtes sont abattues chacune 


par deux facettes. 
Un polyèdre est pyramidé quand ses faces Sont surmontées 
d’une pyramide. 


1e 229: Éléments de symétrie des trente-deux classes, 
rangées par systèmes. 


f 


LL Système cubique. 


Holoédrie AA LE = 6E: C8 6P Oz 
Hémi. éniantomorphe  3A, 4L, °6L O 
Hémi. hémimorqhe 3A, 4L, 6P : Te 
Hémi. paramorphe FANS AE OT Tr 
Tétartoédrie 3A | 


9 4L, : T 


Rs 


TS OT IT VOTES PEUT 
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IT 


Holoédrie 

Hémi. énantiomorphe 
Hémi. hémimorphe 
Hémi. paramorphe 
Tétartoédrie 

Hémi. sphénoïdale 
Tétar. sphénoidale 


Holoédrie 

Hémi. énantiomorphe 
Hémi. hémimorphe 
Hémi. paramorphe 
Tétartoédrie 


IV. Système quaternaïre. 


Holoédrie 

Hémi. énantiomorphe 
Hémi. hémimorphe 
Hémi. paramorphe 
Tétartoédrie 

Hémi. sphénoïdale 
Tétar. sphénoïdale 


V. Systèmé orthorhombique. 


Holoédrie : 
Hémi. énantiomorphe 
Hémi. hémimorphe 


Holoédrie 


Hémi. énantiomorphe 
Hémi. hémimorphe 


VIL Système triclinique. 


Holoédrie 
Hémiédrie 


3 


A 


À, 
À, 
A. 
À; 


HAE 


. Sysième hexagonal. 


M OL 
3 °-3L 
SP ap 
G il 


-3L -3P/ 


IL 


III. Système rhomboëdrique. 


3L C 
3L 

3P 

G 


2 Nan bé 
2 2E 
2P ;2P: 
EM 


20: 2P 


BEES CS PES?! 


L 
L L L [4 
EHESS LS 


P 


C 


» 


VI. Système clinorhombique. 


Gr P 
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1Cz 


SAC 
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Système cubique, 


120. Troncatures sur les arêtes du cube. 
Symétrie  S3A* 4L° 6L C.3I1 6P. (classe Où). 
La forme générale contient 48 faces. in Lea 
1°. — La forme primitive est le cube; les faces sont notées p 
les angles 4, les arêtes b. a. 


Fig. 19. 


Les axes de Miller sont comme l'indique la figure 119; 
P—=(100), p'—(010), p’ — (001). 
2, — TRONCATURE SUR LES ARÊTES. DODÉGAËDRE RHOMBOÏDAL, 
La troncature tangente sur. les arêtes donne un solide À 12 faces 
lozanges, dodécaèdre rhomboïdal, noté b' dans le s 
Lévy. ( Gren at ) Ù 
Prenons 4 pour côtés du cube. On a les équations : 
| | EDF: "A0 anse 
EDB (011) y + 2—9, 
BDF MIO) SES + y=—2. 


.. Ces plans se coupent au point D de l’axe ternaire : 


, 


ystème de 
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au milieu de la demi-diagonale Oa: elles se coupent deux à deux 
aux centres E, F, B, des faces du cube : la construction à partir 
‘du cube est ainsi déterminée. 
Caiculons l'angle dièdre « de deux faces. 
La formule générale de Géométrie analytique donne l’angle 
des plans : | | 
QE +ry+sz=0, gx +r'y+s z—0, 


quand les axes sont rectangulaires : 


cosa=(gg + rss): [V9 Vg Er Es]. 
Prenons les plans (101), (011) : 
| cosa— 1 :2, a 00°. 


L’angle dièdre mesurable est 120°. 

ASSOCIATION AVEC LE CUBE. 
- Les faces du cube épointent les six sommets quaternaires tels 
que B, E, F. Les lignes d’intersection des faces du cube avec les 
faces du dodécaèdre sont parallèles aux côtés du cube ou aux 
petites diagonales des lozanges. Les pointements sont des carrés 
homothétiques des faces du cube. : AL 
_ 9°. — TRONCATURES INCLINÉES SUR LES ARÊTES. 

La troncature parallèle à l’arête coupe des longueurs inégales 
sur les arêtes adjacentes. Celles-ci sont égales au sens cristallo- 


Î 


162 CRISTALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE 


graphique; elles doivent être traitées de même : l'existence 
d’une facette entraîne l'existence d’une seconde facette sur la 
même arête, symétrique de la première. D’où un solide à 25<12 
— 24 faces triangles isocèles (cube pyramidé). 

La figure 120 représente la forme b*?— (032). 

La face ABC est notée {023), la face BCD est (032). 

En définitive les points A, D,..… situés de même sur les axes 
quaternaires servent de sommets pour des pyramides régulières 
dont les bases sont les faces du cube. 

Si les facettes sont petites, elles donnent un cube bordé. 


121. Troncatures sur les angles. 


1°. — TRONCATURES TANGENTES. 
La facette coupe des longueurs égales sur les trois arêtes adja- 
centes : 
La forme: - 


Dibb'— a— (111), 


est un octaèdre régu- 
lier. 

La face de l’octaèdre 
fait avec le plan p un 
angle dont la tangente 
vaut V2—1,414, soit 
5444"; l'angle dièdre 
caractéristique es 


109°28". 


2. — TRONCATURES 
SIMPLEMENT INCLINÉES. 
& a . &) TRAPÉZOËDRES. 
Octacdre cubique Ils ont la notation 
Fig. 121. :. &"—(lm), avec la con- 


2 dition m» >1. 
| Construisons le Zeucitoèdre (112), forme caractéristique de la 
leucite, silicate de potassium et d'aluminium KA/{SiO®}. 
Les trois faces relatives au quadrant dans lequel la figure 122 
est construite, ont les équations : ee 


(1) (2) ÉD 
% + y +232, 2 + 2y + z— 2, 2% + y + 3—2. 


Construisons le cube sur les axes avec le côté 1. L’axe ternaire 
OA passe par le sommet A de coordonnées T=Yy—=23— | 


Les trois plans se coupent nt T 
sur cet axe en un point T de 
# s cu 
données : : ne 


nt ns 


PEYRE d'ours OT Tr: 


» S'Rn à RO SC 6 
‘ 2 : ES PE Ne FPT 


St cd à 


ps. 
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La figure 122 montre la construction des sommets qui sont 
dans les plans coordonnés. D'où le solide. 

Ilse compose de 3><8—24 trapézoïdes ($ 118). 

L'intersection du trapézoèdre par les plans coordonnés {plans 


S 


NS 


PRE ER EE 


ZLeucitoedre (112) À 
Fig. 122, 


de symétrie II) sont des octogones semi-réguliers dont chaque 
Sommet correspond à 4 faces. 
Dans le leucitoèdre (112) les angles plans sont : 


D 020106117027 7828" 
EL’ angle dièdre sur une arête BD vaut 131°49/, 
sur une arête TD 126927 


Les faces du leucitoèdre sont 6 par 6 en zone avec les quatre 
axes ternaires. Six faces, en s’allongeant beaucoup, forment un 
prisme hexagonal terminé par deux pointements de symétrie 
ternaire. Chaque pointement est alors formé de 3 faces adjacentes 
à l’axe ternaire, puis de 6 faces disposées par groupes de 2 entre 
les 3 premières et les faces du prisme hexagonal. 

On retrouve bien les [6 +2(3 +6)]—24 faces du leucitoèdre, 

Le chlorure d’ämmonium montre cette forme otre qui. 
donne un faciès ternaire à un cristal cubique. 
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Un autre développement très inégal des faces du leucitoèdre 

“+ lui donne un faciès quadratique. Le lecteur ne doit pas oublier 
que les faces des cristaux sont déterminées en direction 20n en 
position, ce qui permet leur développement très inégal, et, pour 

3 la même symétrie déterminée par les angles dièdres des faciès 

os caractéristiques de symétrie inférieure. 

b) OCTAËDRES PYRAMIDÉS (TRIOCTAÈDRES). 

[ls ont la notation a‘!”"—(mm1), avec la condition m> 1. 

Construisons l’octaèdre pyramidé (221). 

Les équations des plans sont : 


2x + 2y +z —=2, 2x + y +2z—2, L LOG Iz-- 2 


Ils ont le point commun T sur l'axe ternaire OA de coor- 


ai {ES 2° 


données : 
x —=y—37—2:5. D'où le point T. 


Les deux derniers plans ont un point M commun de coordon- 


nées : = 0 re y 2:37 


Trioctaèdre (221) 


Fig. 123. 


Le point T est à l'intersection de BM et de OA qui sont faciles 


à construire. : 
es 24 faces du trioctaèdre sont des triangles isocèles. 
8 intersections par les plans coordonnés sont des carrés. 


si le point M coïncide avec R, on retrouve l’octaèdre, 
C) REMARQUE. 


Lorsque les facettes interviennent seulement comme pointe- 


Cube Cubo 


octaëdre trapézoèdre “Érioctaëdre 
Fig. 124. 


ments sur le cube, on obtient les trois formes . représente la 
figure 124. 

_ Elles sont correctes, bien qu'on soit tenté de croire que les 
_noms des deux dernières sont intervertis, 


BRUT 
: 
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3°. — TRONCATURES DOUBLEMENT INCLINÉES. 

Elles donnent la forme générale (kexoctaèdres)à6><8—48 faces. 

Considérons la forme (123). Pour le quadrant dans lequel nous 
construisons la figure, il y a six plans dont les coefficients sont 
les permutations des nombres 1, 2, 3. Par exemple on a: 


MT, Sr+9y+2=3; EDT, 3rLy+2r3. 
-BDT,:: 27 y +333, 


Les six plans se coupent sur l’axe ternaire OA au point T de 
coordonnées : là pe 


Les plans EDT, BDT, ont le point D commun de coordonnées : 


D'où le dessin correct. = 

Prenons arbitrairement le point T sur l’axe ternaire, plaçons 
les points D, M, Q, de méme mais arbitrairement sur les axes 
binaires : nous obtenons généralement un hexoctaëèdre. Pour 
une position des points D, M, Q, les faces ETD, BTD, sont copla- 
naires : là figure 125 devient un octaèdre pyramidé; pour une 
autre position, les faces ETD, ETM, sont coplanaires : la figure 
devient un {rapézoèdre. : 


122. Hémiédrie énantiomorphe ou holoaxe. 
Symétrie 3A* 4L° 6L (classe O). 
Une face quelconque donne un solide à 24 faces pentagonales. 
Il y a 6 sommets quaternaires sur les axes quaternaires ; 


8 sommets ternaires sur les axes ternaires ; enfin 24 sommets 


ternaires sont disposés 4 par 4 autour des 6 sommets quater- 
naires, 3 par 3 autour des 8 sommets ternaires. 

Les figures conjuguées ne sont pas superposables. 

Cette forme est très rare; on la rencontre dans la cuprite Cu?O 
qui se présente ordinairement sous forme de cubes et d’octaè- 
dres. Comme les faces générales grs sont très rares, le cristal 
semble holoëdre (classe Où). l 

Si la face de laquelle on part, n’est pas quelconque (si la forme 
qu’elle donne a moins de 48 faces), nous obtenons le même solide 
en utilisant tous les éléments de symétrie ou en n’utilisant que 
les axes. Corollaire : les deux formes conjuguées sont superpo- 
sables entre elles et avec la forme holoëdre correspondante. 

Par exemple partons d’une face également inclinée sur un 
angle «; un des axes quaternaires donne le pointement corres- 
pondant de l’octaèdre régulier. Un des axes binaire ou quater- 
naire perpendiculaire au premier complète l’octaèdre. 

Peu importe que nous conservions ou non les autres éléments 
de symétrie. 

On comprend l’énoncé du $ 101. Les formes conjuguées hémié- 
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dres holoaxes peuvent ne pas être superposables; ‘elles ne le 
sont jamais dans le cas général. Mais dans les cas particuliers 
elles peuvent être superposables etidentiques à la forme holoëdre. 


._ 128. Antihémiédrie. à 

1°. — Symétrie 3A° 4L° 6P. (classe Te). | 

Cette hémiédrie n’affecte ni le cube, ni le dodécaëèdre rhom- 
boiïdal,'ni le cube pyramidé : cela veut dire que prenant une face 
de ces solides et la multipliant par les éléments de symétrie qui 
subsistent, on rétablit toutes les autres. | 

Outre la forme la plus générale, restent l'octaèdre, les trapé- 
zoèdres et les octaèdres pyramidés. Ne 

L'octaèdre donne le tétraèdre; la figure 126 montre son loge- 
ment dans le cube. Les'axes quaternaires xyz deviennent binai- 


À 
| 
| 
À 
Fou 
/ ré 
MERDE RENE 7 
O ” __— 


+ 


res; les axes ternaires (tels que OA) subsistent; ils sont normaux 
à une des faces et passent par le sommet opposé. Les plans de 
symétrie (tels que OAD) passent chacun par deux axes ternaires. 
Le plan CBD a Péquation :  #+ y +z=i, 
si nous prenons 2 pour côté du carré. 
. Il coupe l'axe ternaire au point T au tiers de la longueur OA. 
2. — TRITÉTAÈDRE (TÉTRAËDRE PYRAMIDÉ). HAUSSE 
| Plaçons le point T sur l'axe ternaire à une distance OT du 
centre > OA:3. Joignons-le aux points C, B, D : chaque face du 
tétraèdre est surmontée d’une pyramide triangulaire. 
Cherchons la notation de l’une des faces, TCD par exemple, 


NC PR QUIL VS TOR, ATEN APRES CRU 
NDS De MONA EU RE DES I 2-2) s 
dt RE IE : NS Sy 


Rs NS Crte TALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE. 
Elle doit passer par les points C (111) et D (111). 
Son équation est donc: mx+ y+2=m. 


Elle doit couper l’axe ternaire au delà du point T : la notation 
est par suite 4"—(1Îm), avec la condition m>1; la forme est 
une hémiédrie du érapézoèdre. 

On retrouve le cube en faisant m— œ, OT —OA. 

F. — DoDÉCAÈDRE TRAPÉZOÏDAL, 

a) Le polyèdre a 12 faces trapézoïdes et 14 sommets. - 

Six sommets se trouvent aux centres AA’ BB' CC’ des faces d’un 
cube; par eux Passent les axes binaires A: 4 arêtes y aboutissent. 

Huit sommets sont sur les axes ternaires (diagonales du cube). 


Ces diagonales ont des bouts cristallographiquement différents, 
distingués par des ronds noirs d’inégales grosseurs. 


Les sommets qui se trouvent sur la même diagonale, sont à 
des distances différentes du centre O. 


Trois arêtes aboutissent aux 8 sommets ternaires. 
D'où : (6%x<4+ 83}: 29% arêtes, soit 12 faces. 


On peut donner arbitrairement l’une des longueurs : 
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Ob—=0P—0*...; 


l'autre Oc/—Oc —08 —.… est alors déterminée. 

Le dodécaèdre trapézoïdal dérive de l’octaèdre pyramidé. 

Sa notation est  a‘"—(1 mm), avec la condition m >> 1. 

b) Considérons le polyèdre 122 pour lequel la soie 127 est 
construite. 

La face Ab B£' a pour on : 


2x +23— y —2. 
Elle coupe l'axe ternaire Ob au point à de coordonnées : 
y ri; 


” O6 est donc les 2/3 de la diagonale. 4 
Elle coupe l'axe ternaire Of’ au point £’ de coordonnées : 5 


2 —7—— y—2 d's0e 


07 est donc'les 2/5 de la diagonale. 

Le polyèdre est no. : son tracé n’est plus qu’une affaire 
de patience. = RENE 

Les faces sont des de puisqu'on a : 


AG—B0, AP=BY. + 
L’axe Oz n’est que binaire puisque les 4 ar êtes qui y aboutis- : 
sent ne sont égales que deux à deux. ‘c2 


Les diagonales restent axes ternaires pour le polyèdre; mais 3 
les pointements ternaires sont de deux espèces. : 
Il existe six plans de symétrie ; voici deux d'entre eux : 5 


AbcA'c'b'A,  AByA'yP'A. 


Chacun passe par deux axes ternaires. 

EXEMPLES. | 
- Sulfure de zinc {blende) z znS, 1 

Sulfure de cuivre avec antimoine et arsenic (cuivre gris) Cu'SbS”, 

encore appelé tétraédrite ou panabase. 

Silicate de bismuth (eulytine). 

Helvine. Rs. 

Boracite. R so es 


124. Parahémiédrie. 


; ects ; | DS ASS 
Symétrie 3A 4L° GC SIT (classe Ti).: 27% 3 
4°. — TRONCATURES SUR LES ARÊTES. 
Pour comprendre comment se présente cette héniédrie, rai- a 


sonnons sur le dodécaèdre pentasonal b?. 

- Quand le cristal est holoèdre, à la face 48y5 de symbole 201 
s'associe la face 102. Nous ne conservons que la première d'équa- 
tion (en appelant 4 le côté du cube) : 
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Faisons la permutation circulaire conformément à l'axe ter- 
naire Où; nous obtenons deux nouvelles faces : 


2y +x—, 2z +y—=#4. 
Ces trois plans se coupent au point D de coordonnées : 
L—=Yy—= 24:38. 
Le point D est donc aux 2/3 de la demi-diagonale Oa. 
Nous définissons ainsi sur châque axe ternaire un trièdre 
symétrique par rapport à lui. 
L'intersection BD des plans : 


EDB 2z2+y—4, FDB 2y +x—4, 


passe évidemment par le point D. 
Les coordonnées du point B sont:  x—0, TDR ET 


Fig. 128. 


Bref le solide est complètement défini par les 8 points analo- 
gues à D, et les six droites telles que BG qui sont dans les faces 


du cube, symétriquement placées Par rapport aux axes ternaires 
et de longueur moitié du côté du cube. 


Le solide a 12 faces (dodécagone) et 20 sommets. 
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Comme à chaque sommet aboutissent 3 arêtes, il y a 30 arêtes : 
_les faces sont des pentagones dont 4 côtés sont égaux. 

Le lecteur généralisera le calcul pour le dodécaédre général 
b”. Il déterminera les coordonnées du point D sur l’axe ternaire 
et du point B qui définissent complètement le solide. 

En particulier pour 0! la longueur BG s’annule, le pentagone 
devient un lozange : nous retrouvons le dodécadre rhomboïdal 
qui n’est pas susceptible de l’hémiédrie considérée. 

IGOSAËÈDRE. 

C’est une polyèdre, formé de 20 triangles, 8 équilatéraux, 
12 isoscèles, dû à la combinaison de l’octaèdre et du dodécaèdre 
pentagonal. En effet les coordonnées des points B, E, D, sont 


B(021), E(102)}, F(210); 


ils appartiennent donc au plan: #+y+:— 

qui est une face d’un octaèdre a!. 

Les troncatures symétriques de EDB donnent 8 HR équi- 
latéraux et laissent 12 triangles isoscèles. 

Si les faces du dodétaëdre sont peu développées, elles Porn 
biseau sur les 6 sommets de l’octaèdre. 

Le lecteur fera la figure. 

2. — TRONCÂTURE SUR LES ANGLES. 

La forme générale est un solide (diploèdre) de 24 faces quadri- 


/ 


Fig. 129. 


latères, dont deux côtés u sont égaux et les deux autres inégaux 

r ets. - 
Pour obtenir le solide traçons trois axes rectangulaires. Dans 

le plan xOz tracçons la figure quelconque CDA, reproduisons-la 


3 
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dans les deux autres plans de coordonnées par permutation cir- 
culaire. Prenons un point S quelconque sur l’axe ternaire; joi- 
gnons aux points D, E, F : nous obtenons le huitième du solide, 
qu'il suffit de multiplier par les plans de symétrie (ils coïncident 
avec les plans de coordonnées). 
La symétrie triternaire est satisfaite en vertu du mode de | 
génération. - 
Par exemple donnons à l’une des faces la notation : - 
(123), d’où l'équation : (1) x +2y +3z—6, 
par permutation circulaire on obtient les autres faces : 
(A) y+2z+3x—6, (I 3 + 2x + 3y —6. 


Avec la constante choisie les coordonnées du point S sont 
L—=Y st. 

On calculera les coordonnées des points DEF. 

ExEMPLES. | 

Sulfure de fer (pyrite) FeS?. 

Arséniosulfure de cobalt (cobalt gris). 

125. Tétartoédrie. 

Symétrie : 3A  4L’ (classe T). 

On arrive au même mode de tétartoédrie en appliquant l’hé- 
miédrie à un mode quelconque d’hémiédrie. | 

Dans la nature les cristaux tétartoédriques présentent généra- 
lement la superposition du tétraèdre et du dodécaèdre pentago- 


_ nal que nous avons rencontrés, l’un comme hémièdre hémimor- 


phe, l’autre comme hémièdre paramorphe. 

Mais l’un et l’autre de ces solides sont complètement engen- 
drés par les éléments de symétrie 3A, 4L,; on peut les considé- 
rer comine tétartoèdres : un cristal où elles sont superposées, 
est certainement tétartoèdre. 

Des quatre formes conjuguées, il y en a deux qui ne sont pas 
superposables. GR 

Les cristaux cubiques tétartoèdres possèdent le pouvoir rota- 
toire. Citons l’ul/manite (NiSb.S) et le chlorate de sodium NaC/0° 


Système hexagonal. 


126. Formes holoèdres. 
Symétrie A 3L 3L' CII 3P 3P° * (classe 6D5). 
La forme générale contient 24 faces. 
1°. — La forme primitive est un prisme droit hexagonal régu- 
lier », terminé par des sections droites P: 
Elle est définie si l’on donne le rapport à : 2 du côté de la base 
à la hauteur. ! | 


1 
e 
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Au lieu du rayon à du cercle circonscrit, on peut donner l’apo- 
thème: - bcos 30°—bV3:2. 


_ Si l'on fait passer les axes de référence par le centre duprisme, 
le nouveau paramètre est  c—h:2. 


Le protoprisme m associé au deutéroprisme h' donne un prisme 
dodécagone régulier. 

Les prismes dodécagones h"" résultent de troncatures paral- 
lèles aux arêtes À découpant des longueurs inégales sur les arêtes 
adjacentes; elles vont deux par 
deux sur chaque arête. 

La base dti prisme est un dodé- 
cagone semi-régulier. L168 


Fig. 430. Fig. 131. Pig. 132. 
Prisme hexagonal. Prismes dodécagones. 


Les angles mk"!" sont calculables une fois pour toutes : 
mhi=150, mh—16054  Ak—169 6". 
D, — ISOSGÉLOËDRES. k 


Ce sont des pyramides hexagonales régulières doublées par le 
plan I. Leurs 12 faces sont des triangles isoscèles égaux: 


2 


Fig. 133. Fig. 134. 
Protoisoscéloèdres. : Deutéroisoscéloèdres. 


“ Les protoisoscéloèdres sont dus à des troncatures sur les arêtes Ÿ. 


Comme les arêtes b et les arêtes L ne sont pas égales, une face 


G MX 


/ 
6e 
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\ Gt A L nQ A e : 
quelconque b"” parallèle à une arête D n’entraîne aucune autre 


face liée à cette arête. : 

Les deutéroisoscéloèdres sont dus à des troncatures également 
inclinées sur les angles a; ils sont notés a"/", 

Dans la notation b"/", m est la longueur (évaluée avec l’unité b) 
découpée sur les deux arêtes de base adjacentes à l’arête de base 
sur laquelle porte la troncature; # est la longueur (évaluée avec 
l'unité 2) découpée sur les arêtes À correspondantes. 

De même dans la notation a”", rm» est la longueur découpée sur 
les arêtes b; n est la longueur dé- 
coupée sur l’arête A. 

3°. — DIDODÉCAËÈDRES. Fe 

Is dérivent d’une ironcaiure in- 
clinée sur les angles à. 

Chaque troncature est multipliée 
par le plan de symétrie correspon- 

Pig: 1367 = Didédéertares. dant, puis par l'axe sénaire: d’où 12 

| faces. Le plan II complète le solide, 

La forme générale b"b"}? est une double pyramide à douze pans, 
dont la base est un dodécagone semi-régulier. 


2 


127. Mériédries. 

1°. — HÉMIÉDRIE ÉNANTIOMORPHE. 

Symétrie NAASE ES SE (classe 6D). 

Pour définir la forme générale (trapézoèdre hexagonal), imagi- 
nons deux pyramides hexagonales régulières égales. 

Appliquons-les l’une sur le plan P, l’autre sous le plan Q 
paralléle à P, de manière que leurs axes sénaires coïncident et 
que leurs arêtes soient deux à deux dans les mêmes plans. 
Faisons tourner l’une, dans un sens ou dans l’autre, de l’angle 
quelconque y <<30°. UE Le 

Joignons les six sommets de base par un dodécagone gauche 
dont les arêtes sont alternativement « et 6. On regardera la 
figure 145 relative au Système ternaire : elle suppose la méme 
opération avec moitié moins de droites, ce qui rend les choses 
plus claires. En donnant à ; des valeurs égales et de signes con- 
traires, nous obtenons deux solides non superposables, symétri- 
ques par rapport à un plan (fig. 145). LS AS 

Cette hémiédrie n’a pas été rencontrée dans les espèces natu- 
relles. 


2°. — HÉMIÉDRIE HÉMIMORPHE OU ANTIHÉMIÉDRIE. 
Symétrie NANTERRE SR (classe 6e). 


Les pointements aux deux bouts de l'axe ternaire sont difré- 
rents. La forme générale est une pyramide à 12 pans (hémidido- 
décaèdre). 

Naturellement l’hémiédrie ne modifie pas les formes prismati- 
ques. | | k 


LS à à + 
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Exemples : sulfures de cadmium (greenockite) et de zinc (wurt- 


zite). 
3, — HÉMIÉDRIE PARAMORPHE. 
Symétrie Ares Il (classe 6Gi). . - EX 


La forme générale.est composée de deux py- 

: ramides régulières hexagonales accolées suivant 
une base plane, mais qui a tourné d'un angle 
quelconque par rapport aux faces de la forme | 
primitive. On appelle cette hémiédrie pyrami- Pig. 136, — PARTS LAPS 
dale. 

Associons la forme primitive à la forme hémièdre e, nous obte- 
nons la figure 136. 

Exemple : apatite (phosphate de chaux). 

4°, — TÉTARTOÉDRIE. 

Symétrie AS (classe 6C). Ce} 
La forme générale est une pyramide hexagonale régulière 
(comme dans l’hémiédrie hémimorphe) qui a tourné d’un angle 
quelconque autour de l’axe sénaire (comme dans l'hémiédrie para- 
morphe). Le cristal tétartoèdre a les éléments de symétrie com- 

muns à ces deux espèces d’hémiédrie. 
Exemple : néphéline (silicate alcalin). 
.0% — HÉMIÉDRIE SPHÉNOÏDALE. as 
Syinétnie CA SOL 2 3P Ile (classe 6d). Env: 
La forme générale est une double pyramide hexagonale dont la 
base est représentée par la figure 137. à 
Les axes binaires sont due les plans de symétrie. Bontoite 


P L 
Fig. 137. 

6°. — TÉTARTOÉDRIE SPHÉNOÏDALE. is 

Symétrie: Mall (classe 6c). | 6 


La forme générale est constituée par deux pyramides régulières 


J 
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triangulaires, symétriques par rapport. au plan II normal à l'axe 


ternaire. 


Système rhomboédrique. 


Dh 128. Rhomboèdre. Re 
3m Symétrie Nr SbB Re CES2P (classe 3D:). 


La forme générale contient 12 faces. 
1°. — La forme primitive est un rhomboëdre (six faces rhombes) 


qu'on peut se représenter comme un cube (toutes les arêtes ont 
même longueur) allongé ou raccourci suivant un axe ternaire qui 
subsiste seul. 

Il y a six arêtes à aboutissant trois par trois à l'axe ternaire, 
six arêtes d en zigzag (formant un hexagone régulier gauche), 
deux angles a sur l'axe ternaire, six angles latéraux e. 

Les plans normaux à l’axe ternaire qui passent respectivement 


Fig. 138. 


par 3 angles e, coupent l’axe AA’—c, en trois parties égales (ce 
qui résulte de ce que les faces sont rhombes). 

Les trois plans de symétrie P passent chacun par l’axe ternaire, 
par deux arêtes à symétriques par rapport au centre, et par les 
diagonales inclinées des rhombes opposés à ces arêtes. 

Les trois axes binaires passent par les milieux de deux arêtes d 
symétriques par rapport au centre. Ces arêtes lui sont normales ; 
l'hexagone gauche se projette en effet suivant un hexagone régu- 
lier sur le plan normal à l’axe ternaire passant par le centre 
(plan qui n’est pas de symétrie). 

Le rhomboëdre est aigu quand les dièdres autour d’un sommet 
ternaire sont aigus; il est obius quand ces dièdres sont obtus. 

La forme intermédiaire est le cube. 


12 
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2°. — PROPRIÉTÉS DU RHOMBOËDRE. 


Appelons p et g les moitiés des diagonales de la base: à est le 
côté du rhomboëèdre; c est la distance des sommets ternaires : 


b—Vp? + e?. 


On appelle section principale le plan qui passe par l’axe et par 
deux arêtes opposées AH, A’D, du rhomboëdre. Il coupe le rhom- 
boèdre suivant un parallélogramme, tel que les projections » de 
H, 5 de D sur l’axe AA’ le divisent en 3 parties égales. 


(OURS TE AD—p, AH =D. 1e 
in a Ac? | 


9e. b—:H, . 4 =D, C— Ip 39: 


Pour la calcite, Haüy posait (ce qui n’est pas tout à fait exact) : 
g=Va, p=v2, b=V5; 

d’où : c—3,  Di—»H—2. 

L’angle DA A’ de l’axe avec une face est donc arctoe 1 —45°; 


il vaut en réalité 45° 23. 7 
L’angle HAA’de l’axe avec une arête est : 
| artg 2—63°26"; 

ilivaut en réalité 63°44. 

La moitié de l'angle BAC est arctg (2 :p). 

Avec les nombres de Haüy on a:  2arctgÿ1,5-—101°32 

La vraie valeur est 101°55. 

On calcule l'angle dièdre des faces du rhomboëdre adjacentes 
appliquée à un triangle isoscèle : 


COS 4 — cos? 4 
COS À = — 7 
sin? 4 
- L'hypothèse d’'Haüy donne A—10414’. 
‘L’angle exact est 105°5’. 
N. B. Les calculs peuvent être faits en sens inverse. 
JS. — PARAMÈTRE. 
On prend généralement pour paramètre le rapport : 


“ 


CAC 2e, 
de l’axe ternaire à l'axe binaire; cet axe binaire est lui-même 
égal à la diagonale horizontale d’une face rhombe. 


Avec les nombres d’'Haüy le paramètre de la calcite serait : 
- 29 3:(2V3)—V3:2—0,866, 
Le paramètre exact est 0,854, 
12 


à l’axe ternaire, par la formule de la trigonométirie sphérique 


\ 
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129. Troncatures égales sur les angles. 
1°. — TRONCGATURES ÉGALES SUR LES ANGLES e. 
L'étude de ces troncatures amènera des définitions importantes. 
La troncature sur D (fig. 138) coupe deux longueurs égales sur 


les arêtes d (DB, DC); elle coupe donc la face p parallèlèment à: 


la diagonale horizontale BC; nous pouvons supposer qu’elle 
passe par cette diagonale; c’est dire qu’elle intercepte en entier 
les arêtes DB et DC. De l’arête DA (notée b), elle intercepte 
une fraction »; on convient de la noter e‘/", 

D'où le tableau suivant que nous allons expliquer : 


DD? | rhomboëèdres directs plus aigus 
d'd’b'— e? — prisme hexagonal. | que le primitif. 
ddb\—e? — prisme hexagonal. 
d'd'bi—=e' — tangent sur l'angle solide. | rhomboëdres  inverses 
d'd\b?—et?— identique au primitif à la d’abord plus aigus, 
position près. ensuite plus obtus 
d'd'6®—e —b" plus obtus que le pri-| que le primitif. 
mitif. 


._e” est identique à p puisque la fraction de l’arête DA’ interceptée 
est nulle. ; 

A mesure que l’exposant décroit le rhomboëdre devient plus 
aigu. Il est direct parce que ses faces correspondent aux faces 
du primitif et s’inclinent dans le même sens sur l'axe ternaire. 

La limite des rhomboëdres directs est un rhomboëdre infini- 
ment aigu (prisé hexagonal). Sa face passe évidemment par la 
droite GF qui joint les milieux de la diagonale horizontale BC et 
de l’arête DA”. Comme elle intercepte la moitié de l’arête DA’, 
sa notation est e?. \ 

Quand l’exposant est < 2, le rhomboëdre est tnverse ; ses faces 


correspondent aux arêtes du primitif; autrement dit, la tronca- 


ture sur l'angle D coupe l’axe ternaire du côté du sommet A’. 

La face du rhomboëdre e! est BCA!’: il est plus aigu que le pri- 
milif. 
Le rhomboëdre e!? est (à l’orientation près) identique au pri- 
miul comme Îa figure 138 le rend évident. Sa face BCN coupe 
l’axe ternare au point M : les points A et M sont équidistants du- 
plan horizontal passant par BC. Le rhomboëdre e’? forme donc 
avec p deux pyramides hexagonales. 

Le quartz montre l'association des rhomboèdres p, e'?, et du 
prisme e*; l’ensemble est de symétrie hexagonale. 

) A ic x : 

ue Dans est 1/2, le rhomboëdre inverse est plus 
obtus que le Horn La limite est e°; la face correspondante est 
parallèle à DA’; c’est une troncature tangente sur l’arête DA 
dont la notation est b!, 

4 lim ? : 
Toutes les faces e!'" sont en-zone avec la face D; elles ont en 


PORN, PR PS SP PR TP PP PT PERSON NERO SENS 
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effet la même intersection (diagonale horizontale d’une face 
rhombe). Elles sont complètement déterminées quand on donne 
Pangle pet/”, 

On a évidemment pe”—180° ou 0° comme on voudra. 

Descloizeaux trouve sur le quartz une face e*? telle que pe” 
177°23'; elle ne fait que 2°37' avec Le rhombe fondamental. 

Au $ 112 nous avons trouvé pe?—141° 47"; on a pet? — 76° 26". 

2°. — TFRONCATURES ÉGALES SUR LES ANGLES @. 

Les faces BCK coupent encore la face p parallèlement à la dia- 
gonale horizontale; nous pouvons les mener par cette diagonale 
BC. Nous avons le tableau suivant. 


DOG =p. 
b'b'b'— a — forme ouverte (rhomboëdre } rhomboëdres directs. 
infiniment obtus). | 


a! , : 
BBD = 0 pt rhomboëdres inverses. 


Tous ces rhomboèdres sont plus obtus que le primitif. 

On passe des directs aux inverses à travers la troncature tan- 
gente a’ sur l’angle a qui fournit deux plans parallèles normaux 
à l'axe ternaire | 

En résumé les rhomboèdres de notations e” ou 4” sont formés 
de faces parallèles à la diagonale horizontale; elles font tous les 
angles possibles avec p. 


1380. Troncatures sur les arêtes. Forme générale. 

1°. — PRISMES DODÉCAGONES. 

Prenons pour axes Axyz les arêtes b qui aboutissent à l'angle 
ternaire A. 

Soit une face qui coupe les arêtes issues du point + (arêtes évi- & 
demment parallèles aux axes). Faisons-la passer par le point M 
milieu de l’arête Az. Elle coupe sur les arêtes issues du point & 
les longueurs M, cQ, aN. Sur les axes elle coupe les mêmes 
longueurs ; mais deux d’entre elles sont changées de signes. 

Pour qu'une face : ; 

pe gx +ry. +s:— À, : 
soit parallèle à l’axe ternaire x —7y—z, il faut qu’on ait : 
q + r+s—t0. 

D'où résulte qu’une face (définie par les longueurs si elle 

coupe sur les arêtes issues du point à) de notation : ie 


bin +n) di dun, 
est Éxalièle à l'axe ternaire; le solide formé par toutes les faces 


_cristatlographiquement identiques estuñnprismé.®: fi ET as 
C’est généralement un prisme odeersene non sgitier préfès été. 


d 2: 
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symétrie sénaire. En effet il existe alors un plan de symétrie nor-- 
mal à l’axe ternaire que l’existence du centre rend sénaire. 


A’ 
“Fig. 139. 


Le prisme dodécagone non régulier se réduit à un prisme hexa- 
gone régulier dans deux cas : 


Rnb e (protoprisme), 
n—0,  b'd'd—d'  (deutéroprisme). 


Le raisonnement précédent donne la correspondance des nota- 
tions de Lévy et de Miller. On a : 


(gFS)= bi dr dr, 


2°. — SCALÉNOËDRES. 

La forme la plus générale (représentée par la figure 140) se 
compose de 12 triangles scalènes égaux. 

Les trois plans de symétrie sont ABB'A', ACC'A’, ADD'A’. 

Ils se coupent sur AA’; les faces se coupent dans ces plans. : 

Prenons pour trièdre de référence les arêtes (parallèles aux 
arêtes à du rhomboëdre) d’une pyramide triangulaire de sommet 
O; les axes sont dans les plans de symétrie; ils se projettent sui- 
vant Oxyz (fig. 141); leurs portions négatives sont en pointillé. 

Pour représenter les faces, avec le point O comme centre tra- 
çons une sphère ; abaissons des perpendiculaires sur les faces et 
projetons Sur un plan normal à l'axe ternaire AA’ les traces de 


- res. 


autres. 


 (zsoscéloèdre) est une 


| 


_ que les plans: 


_ aux faces 3 et 5 au moyen 
._ de. l'axe ternaire; successi- 


ES 
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ces perpendiculaires sur la sphère : elles 
sont sur une circonférence. Nous repré- 
sentons par un petit cercle noir les pôles 
des faces supérieures, par un petit cercle 
blanc les pôles des faces inférieu- 


Notons (gr's) l’une des faces. 
Cherchons la notation des 11 


Nous passons de la face 1 
D’ 


vement les axes xyz, yzx, 
zxy, doivent recevoir la 
même notation (grs). Puisque 
nous convenons d'écrire d’abord 
la caractéristique qui convient à 
x, nous aVONS : 


OS MS LISQRE or (rs). 

Pour passer de 1 à 2, utilisons Le plan 
de symétrie dans lequel se trouve Ox; 
_ la caractéristique g reste la même;ret 
s sont interverties. D’où utilisant l'axe 
ternaire : 


25. (asr); 4: (rgs); Grdsrqiee rig. 140. 

Pour passer de 1 à 1’, de 2 à 2’, utilisons le centre ; les carac- 
téristiques changent de ; 
signe. 

3°: — ISOSCcÉLOËDRES. 

Cherchons la condit- 
ion pour que l’hexagone 
_ gauche du scalénoèdre 
_ devienne plan; le solide 


double pyramide hexa- 
po régulière, formée 
de 12 triangles isoscèles 
égaux. 

On trouve immédiate- 
ment la condition pour 


GG LTY 
_ga+ry+sz—=0, 
se coupent dans le plan 


— 


Et 


182 CRISTALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE 
æ+y+z:—=0, normal à l’axe ternaire : 
gr +rs + sq —=qr+1"s + sq. 
Il doit en être ainsi des plans 1 et 4’ d'équations : 
gR+ry+sz—=0, rx +qy+sz—0; 
ce qui revient à poser : 
St, M ES 0 
D'où : 25—q+r. 


Dans l’application il ne faut pas oublier que la condition est 


Fig. 142. 


écrite pour la face 1 adjacente ‘au plan de symétrie Ox et placée 
du côté du plan de symétrie Oz. 
Pour le pôle 2 la condition devient : 


MTS. 


En particulier considérons la troncature parallèle à l’aréte AC 
qui coupe l'infini sur AC, 2 sur AH, 1 sur AB. 
Sa notation est : 
(021) —(grs). 


La condition 25—q “rest satisfaite; d'où l’isoscéloèdre #2. 
Pour les isoscéloèdres le plan + + y + z—0 normal à l'axeter- 


naire devient de symétrie: comme il ÿ à un centre, l'axe ternaire 
devient sénaire. 


131. Scalénoèdres métastatiques. ere 
1°. — Ils sont dus à une ironcature sur les arêtes d; leur nota- 


ME RES PO ST 
ne à + Aie PA RET 


PO CE CEE 


te Sn te tele D: den dé dt 


és NN ON EE 


Ya 


} 
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tion est d”. Leur hexagone gauche est parallèle à l'hexagone : 
gauche du primitif, La notation générale est de la forme (0rs), ce 
qu'on voit sur la figure 133 qui représente une troncature sur 
l’arête BD parallèle à Ax. 

La troncature sur l’arête AC a la notation (rs), avec des carac- 
téristiques de même signe. 

La figure 143 montre ‘la combinaison du rhomboëdre p avec un 


Fig. 148. 


# 


scalénoèdre métastatique : il y a 4 hexagones gauches ‘parallèles. 
 J’engage le lecteur à construire cette figure. 

On obtient les scalénoèdres métastatiques en conservant l’hexa- 
gone en zigzag BDC... du primitif (fig. 144), mais en éloignant 
symétriquement les sommets ternaires À, A’. 

Il n’y a évidemment pour eux qu’une position telle que la 
figure ABDC soit plane; en général elle se compose de deux 
plans : d’où les 12 faces du scalénoèdre. 

2. — On peut caractériser le scalénoèdre parle rapport de la dis- 
tance PP’ de ses somniets ternaires à la distance AA’ des mêmes 
sommets dans le rhomboëdre primitif. 

D'où le calcul suivant. | 

. Par définition la face du scalénoèdre d”/* coupe la longueur 7» 


sur l’arête DB, la longueur x sur l’arête DA”. 
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Considérons l'intersection de la face avec la section principale 
AHA’D du rhomboëdre. Quand la face in- 
tercepte le côté DB, elle intercepte la dia- 
gonale entière DA, longueur qu’au $ 128 
nous appelons 2p. 

Par suite l'intersection de la section 
principale par la face d"/" est définie par 
les longueurs : 


nb sur DA’, DB—2mp sur-DA. 


Il revient au même de prendre : 


Y— nb: m sur DA! 
DA—2p.: 
D'où : 
A'y—=b(m—n):m. 


Des triangles sembla- 
bles donnent immédiate- 
ment : 


PAS PAT AN PAT te non 
Mm—n 

Or DP est une des arêtes du scalénoèdre. 

3°. — Soit : M2 one ona CPAS 

L'axe du scalénoèdre d? est triple de l'axe du rhomboëdre fon- 
damental. 
_- Haüy lui réservait le nom de métastatique (transport), en con- 
Séquence des propriétés angulaires qu’il lui trouvait dans la cal- 
cite. Il résulte des paramètres choisis (S 119) que l'angle dièdre 
le plus ouvert de ses faces égale Pangle dièdre du rhomboëdre 
fondamental. Mais les paramètres d'Haüy ne sont pas rigoureux. 

Dans la calcite l’angle dièdre d? le plus ouvert vaut 104°38° 
tandis que celui du rhomboëdre vaut 105° SA 


1382. Mériédries. 
1°. — HÉMIÉDRIE ÉNANTIOMORPHE. 
Symétrie : N° 3L? (classe 3D) 
La forme la plus générale s’ob 
Sur le plan P ct sous le pl 

gulaires régulières (Symétr 


tient de la façon suivante. 


an Q posons deux pyramides trian= 
ie ternaire), de manière que leurs axes 
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AA'coïncident. Placons d’abord les arêtes deux à deux dans les 
_ mêmes plans, puis faisons tourner la pyramide À d'un angle quel- 
_ conque p<[ 60° dans un sens ou dans l’autre. va 

Les six sommets situés dans les plans P et Q forment un hexa- 


Fig. 145, 


gone gauche ayant trois côtés « intercalés entre trois côtés 6; les 
longueurs à et ÿ diffèrent à moins que p—60°. 

Nous obtenons ainsi deux solides non superposables symétri- 
ques par rapport au plan IT normal au tableau. 

Les axes binaires passent par les milieux de deux côtés oppo- 
sés (inégaux) de l'hexagone en zigzag. 

Dans deux cas particuliers (4—0, double pyramide triangu- 
laire; p—60°, :— 6), les deux solides sont superposables. 

Ils peuvent cependant donner des solides non superposables 
quand on les associe à des formes holoëdres : leurs faces corres- 
.  pondantes sont en effet respectivement placées de part et d'autre 
, des plans de symétrie qui sont par conséquent supprimés. 

Comme exemple de cette hémiédrie nous trouvons le quartz. 

Les formes dominantes sont les rhomboëdres p, e‘®, etle prisme 
_ hexagonal e’; les axes binaires passent par les arêtes opposées de 
ce prisme. 

. 90, —— HÉMIMORPHIE OÙ ANTIHÉMIÉDRIE. 
Symétrie Nr V0P (classe 3e). 
Le solide résultant a des pointements différents aux deux bouts 
de l’axe ternaire. | 
C’est par exemple une pyramide triangulaire (hémirhom- 


" 
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boëdre) admettant les mêmes plans de symétrie que le primitif. 


Exemple : {ourmaline. 
3°. — HÉMIÉDRIE PARAMORPHE. 
2 Symétrie HE € (classe 3Cx). 
La forme générale est un rhomboëdre qui, par rapport au pri- 
eu) mitif, a tourné d'un angle quelconque autour de l’axe ternaire. 
; Exemple : dolomie, dioptase. 
4%. — TÉTARTOÉDRIE. D 
3 Symétrie A. (classe 3C) 
C’est un pointement ternaire d’azimut quelconque par rapport 
_à la forme primitive. 


Système quaternaire. 


133. Formes holoëdres. 


Pllmeme Symétrie A‘ 2L 2L' CII 2P 2P (classe 4D5). 
; La forme générale a 16 faces. 
1°. — La forme primitive est un prisme droit à base carrée. 


Les faces latérales sont notées m, les bases 
P; les angles à, les arêtes de base b, les arêtes 
latérales A. 


è & 


donner un paramètre. 
Descloizeaux choisit le rapport 
b:h des arêtes; la demi-diago- 
nale de la base vaut 


ÿ 0,707 b—D : 2. 


Système 
guaternare SONt comme sur la 
k figure 146. 
Ses paramètres sont donc À:2 
et D. ; | | 
p= (001), :m=={#10), 


ne TO, k'=—(100). 


Fig. 146. 


Le protoprisme m associé ou. 


deutéroprisme h' donne un prisme octogone régulier. 
Les prismes ocitogones h"/" résultent de troncatures parallèles 
aux arêtes }, mais découpant des longueurs inégales sur les arêtes 


b adjacentes. Leurs arêtes de‘base sont égales; leurs angles diè- 
dres sont égaux de deux en deux. 


Les angles m}"" sont calculables une fois pour toutes : 
mh'—135,  mh°—153 26", mh°—161°34.. 


Pour passer des notations de Miller à celles de Lévy (ou inver- 


Pour définir la forme il faut : 


Les axes de Miller 


TO ET PT UE POS CR OU CN ET NS DPI EP PIE 
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sement) les formules résultent du $ 110. La figure 147 donne : 
Hi 00) SR 1910) R=(210) 
2, — OcTAËDRES. 
_Les protooctaèdres (notation b"/") dérivent de troncatures sur les 


arêtes D; les faces toutes égales sont des triangles isocèles. 
Une facette parallèle à l’arête bd n’est multipliée sur la méme 


Fig. 147, 


arête par aucun des éléments de symétrie : d’où les 8 faces d’un 
octaèdre quaternaire. | 
Pour trouver la concordance entre les diverses facons de noter 
les faces, reportons-nous à la fig. 
148 bis. k 
Si nous prenons comme para- 
mètres la demi-diagonale de la 


base Oa—D, etla hauteur A—O007, ‘| 
on a évidemment : 


bi—(291),. b—(111), 
bi—(112) b—(114). 


Cela revient à choisir les axes Fig. 148. — Protooctaèdre. 
Oxyz (notation de Miller). | 

Si nous faisons passer les axes par le centre du prisme (Q£uz), 
le paramètre sur Qz est diminué de moitié, la caractéristique cor- 
respondante (inverse d’une longueur) est divisée par 2. 

D'où la concordance : 


Dh (461), DP—OM), Bi),  b—(112). 


Quand l’exposant m/n de la formule b"/" croît, l’octaèdre devient 
plus obtus; quand 7#7n/n décroît, il devient plus aigu. 

Les deutooctaèdres (notation &”/”) dérivent de troncatures symé- 
triques sur les angles a; les faces toutes égales sont des triangles 
isoscèies. Sur chaque angle n’existe qu’une troncature : d’où les. 
8 faces de la forme. tn) 
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Prenons les paramètres 2 et D. S 
On a la correspondance {notation de Miller) : 


DST) a = 0200, 


Fig. 148 bis. 


Faut-il rappeler que la notation de Miller désigne une des faces 
du solide ? É 


La figure 148 représente la combinaison des formes m et a”. 
3, — DIiocTaAËDREs. à 
La forme générale est le dioctaèdre; les 16 faces sont obte- 


Fig: 149. — Deutooctaèdre. Fig. 150. — Dioctaëdres. 


Fig. 151. 


nues par des modifications quelconques sur les angles. Elles 
constituent une double pyramide à 8 pans. Toutes les arêtes de 
base sont égales; les dièdres sont égaux de deux en deux (Gg. 151) 


? 
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si l’on veut, la base est constituée par deux carrés qui ont tourné 
d’un angle quelconque l’un par rapport à l’autre. 
La notation est b”"b"h?. 


133 bis Remarques sur les notations. 

Aux simplifications près (qui sont illusoires), la notation de 
Lévy n’a d'autre inconvénient que d'utiliser 6 lettres quand 3 
sont nécessaires. Le $ précédent montre que la vraie complica- 
tion découle de lP’arbitraire dans le choix du trièdre de référence 
et des paramètres sur les axes. Dans notre ignorance actuelle des 
paramètres absolus pour la plupart des cristaux, sur l’axe Oz 
nous pouvons aussi légitimement prendre ou L:2, D restant le 
paramètre sur Ox et sur Oy : à la même notation simplifiée de 
Lévy correspondent deux notations grs. 

Mais l’arbitraire est encore plus grand que ne le suppose le \ 
précédent, puisque nous pouvons aussi bien faire tourner nos 


axes Ox, Oy, de 45° autour de Oz, c’est-à-dire les mettre paral- 


lèles aux côtés du polyèdre primitif : d’où de nouvelles corres- 
pondances entre les notations simplifiées de Lévy et les grs. 
Pour supprimer toutes ces difficultés, on se contente aujour- 
d’hui d'indiquer les grs des faces les plus fréquentes par rapport 
à un trièdre dont on donne les paramètres. 
Par exemple pour le Rutile (T:0°) quaternaire holoëdre, on a : 


AS Ye @rUr c— 1 000 : 1000 : 644, 
symbole qu’on simplifie en écrivant : | 
a:c— 1000 :644. 
Les formes usuelles ont les caractéristiques grs : 


LOS PDO TO" TELE, TON: 


Ce sont celles d’une face; on obtient les autres en utilisant les 
éléments de symétrie. Sans apprentissage le premier venu peut 
construire le solide. 


1384. Mériédries. 

1°. — HÉMIÈDRIE ÉNANTIOMORPHE. 

Symétrie A*%2L-21" (classe 4D). 

La forme est un träpézoèdre. Nous avons expliqué par deux fois 
($$ 127 et 132) son mode d’obtention. On part d’une pyramide 
quaternaire; on prend p<<45° : les formes qui correspondent à 
+y. sont énantiomorphes {symétriques par rapport à un plan, non 
superposables par conséquent). 

Exemple : sulfate de strychnine. 

90, __ HÉMIÉDRIE HÉMIMORPHE OU ANTIHÉMIÉDRIE. ; 

Symétrie A PA (classe 4e). 

Les pointements aux deux bouts de l’axe quaternaire sont diffé- 


De ES ST - 


DRE Tee 


À me 
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rents. Cette hémiédrie ne modifie pas les formes prismatiques h"/". 


90 


9°. — HÉMIÉDRIE PARAMORPHE ou PYRAMIDALE. 


Symétrie RPG (classe 4Ci). 
La forme générale est un octaèdre qui a tourné d’un angle 


quelconque par rapport aux faces du prisme primitif. 
Exemple : scheelite (tungstate de calcium). 
°. — TÉTARTOÉDRIE. 


Symétrie N° , (classe 4C). 


La forme générale est une pyramide quaternaire (comme dans 


l’hémiédrie hémimorphe) qui a tourné d’un angle quelconque 
autour de l’axe quaternaire (comme dans l’hémiédrie paramorphe). 
Le cristal tétartoèdre n’a que les éléments de symétrie communs 
à ces hémiédries. 


Exemple : wulféntte (molybdate du plomb). 
9°. — HÉMIÉDRIE SPHÉNOÏDALE. 


Symétrie M AN 2 (classe 4d). 


L’axe quaternaire devient binaire; le solide est un coin. 


Sphènoëdre 


Tétraedre 


= Fig. 152, 


Sur deux arêtes opposées prenons deux points B et D 
distances de la base supérieure. 


Joignons-les au centre A de cette base. 

Construisons la même figure B'A’D' pour les autres arétes et 
la base inférieure. Enfin joignons D et B aux points B'A’D/. 

Nous obtenons un solide à 8 faces. 


Il admet les plans de symétrie P’, et, comme 
l’ancien axe À et les droites L passant par 
latérales opposées. 


Prenons les points B et D dans la base supér 


à égales 


axes binaires, 
les centres des faces 


ieure, les points 


PI ES 
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B’ et D’ dans la base inférieure : le sphénoèdre devient un tétraë- 
dre irrégulier (tétraèdre quadratique). 

Ses quatre arêtes latérales sont égales. 

Exemple : chalcopyrite. 

6°. — TÉTARTOÉDRIE SPHÉNOÏDALE. 

Symétrie ANSE (classe Ac). 

Nous rencontrons ici le fameux groupe S* déjà si souvent 
signalé : la forme générale est un tétraèdre malgré que la nota- 
tion À° n'indique qu’un axe binaire. L'orientation du tétraèdre 
autour de À serait du reste quelconque. 

On n’a jamais trouvé ce mode de cristallisation. 


Système orthorhombique. 


135. Formes .holoëdres. 


SHcime ie QLEr Cp "pr (classe 2Di). 2/mvvm 
La forme générale a 8 faces. 
1°. — En France on prend pour forme primitive un prisme 

As ; 

ù 

ed = 


\E diagonale 


Systeme 
or taorhoméigue 
-X 
g Ÿ > € 


Fig. 153. 


droit à base rhombe : c'est absurde puisque cela conduit à traiter 
différemment les trois axes binaires. L’argument que la maille 
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fondamentale du réseau peut étre un prisme à base rhombe, n’a 


pas de valeur, si l’on ne convient pas de choisir la forme primi- 
tive suivant le mode du réseau. 

On place les angles a qui correspondent aux angles obtus de la ‘ 
base, en avant et en arrière; à ces angles correspondent les 
arêtes *. Aux angles aigus e correspondent les arêtes 3, géomé- 
triquement égales à X, mais cristallographiquement différentes. 

Les axes binaires sont les trois droites qui passent par les mi- 
lieux des bases et par les milieux des arêtes latérales. 

L'un des plans de symétrie est parallèle aux bases: les autres 
passent par les arêtes latérales opposées. 

Le prisme à base rectangle auquel on devrait rapporter les 
formes, est constitué par les trois couples de faces ps'h!. 

La forme est déterminée par deux paramètres. 

Descloizeaux donne le rapport b:X, et l'angle dièdre mm obtus 
(mesuré sur l’une des arêtes h}. 

11 donne aussi les demi-diagonales de la base. Par exemple : 


Brookite (T0*)  4:A—1000:301,  mm—99 507, 
D 765, > 464%; 
On a bien : | 
arctg (765 :644)— arctg (1,188) — 49° 55'— (990 50”) : 2. 
Miller prend comme axés les axes binaires, comme paramètres 
DÉdER. 
D'où la correspondance «! —(0TP; 


- Si l’on fait passer les axes par Le centre du prisme, le paramètre 
sur Oz devient A:2; É 


; il faut écrire : 
2%. — PRISMES. 
La troncature générale sur une arête latérale g ou 2 donne un 

prisme (ouvert) à base losange. Ces prismes sont notés 


on /n 


où Anh. 


-La figure 154 montre que les troncatures sur À donnent des 
prismes plus allongés que le primitif suivant la grande diagonale 
(macroprismes); les troncatures sur £ donnent des prismes rac- 
courcis suivant la grande diagonale (brachyprismes). : 

La figure 154 montre la correspondance des notations : 


g'— (100), g—(310), g—(240; 
R=(010),  X=—(130), A —(120). 
52 DôMes. 


Les troncatures égales sur les angles a ou e donnent des formes 


ouvertes, prismes à base losange dont les arêtes sont parallèles à 
l'un des axes binaires horizontaux. 


Les troncatures sur les angles supérieurs 4 donnent un dôme 


ÉTUDE DES POLYÈDRES CRISTALLINS Se 193 


FE -d'arète parallèle à Ox; doublé par le plan de Fine normal à 
Oz, le dôme donne un prisme. a 
Les troncatures sur les angles supérieurs e donnent un dôme 


ï L a 


\ 


Fig. 154. 


.  d’arète parallèle à Oy; doublé par le plan de symétrie normal à 
- : Oz, le dôme donne un prisme. 
J si 
Les notations sont &””", e”!”:; m mesure la longueur coupée sur 
es arêtes de base (longueur mesurée avec l’unité b); nr mesure la 
longueur coupée sur. l'arête latérale (longueur mesurée avec 
8 


l’unité À). : 
Dans la notation de Miller (axes  . on a : 5 
de), (0), (4102); À 
01. @ (011) à es % 
: 49, — OGTAÈDRES (A BASE RHOMBE). il 


4 Ils sont obtenus par des troncatures parallèles aux arêtes de 


base (notation b”/*), ou par des troncatures quelconques sur les _. 
angles a ou e (notations b" b"h" ou b" D" »?). 0 


Dans la notation de Miller on a : 
DUREE DEAN), DR TI TA). 
On vérifiera la correspondance : Ù 
br pire tn + me, n—m, 2p); | “ 
bim pi" RP —(n—m, n + m,2p). 


: 
or, DS D A MR rer or nes A 


pu 


136. Mériédries. 


1°. — HÉMIÉDRIE ÉNANTIOMORPHE. Sir js 
Symétrie L L' L° (classe 2D). 224 
La forme générale est un tétraèdre irrégulier. 4 
Pour He sa génération, partons d’un prisme droit à 4 


13 FRS 
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base rectangle compatible avec les paramètres D et X qui définis- 
sent le primitif. Nous obtenons un té- 


; traèdre qui satisfait à la symétrie indi- 
quée, au moyen des diagonales des 
bases prises de manière que 4 sommets 
seulement soient utilisés. En les joi- 

* gnant de toutes les manières possibles, 
nous avons un tétraèdre. Ê 

La forme conjuguée (non superposa- 
ble) s’obtient en utilisant les 4 au- 
tres sommets. Éhsomnt, Sel L Sent 


L°? 


RE 


2°. — HÉMIÉDRIE HÉMIMORPHE OÙ AN- 
TIHÉMIÉDRIE. Im” 
symétrie lis Pr" (classe 2e). 


Les deux bouts du cristal ne portent 
pas le même pointement qui est un hé- 
mioctaèdre à base rhombe. | 

Exemple : calamine où hémimorphite (silicate 
de zinc). 
| 3%. — REMARQUE. 

Fig. 155. 5 
Les travaux de Pasteur ont une telle Impor- 
tance historique que nous devons signaler la féfartoédrie qu'il 
trouve dans le système orthorhombique (tartrate d’ammonium 


Fig. 156. 
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cristallisant avec une petite quantité de malate). La forme princi- 
pale est une combinaisen du primitif » (mm —65° 54") et de l’oc- 
taèdre b'°. 

Or des huit faces de l’octaèdre, six manquent souvent; d’où 
4 formes non superposables. 

Pour les obtenir Pasteur coupe deux formés ouvertes consti- 
tuées par les faces latérales du primitif, respectivement par deux 
plans symétriques par rapport au plan de symétrie P. Les quatre 
formes résultent alors de la multiplication de cette face : pour 
deux d’entre elles par l’axe binaire L’, pour les deux autres par 
l’axe binaire L”. 

À supposer que cette tétartoédrie existe, elle ne rentre pas 

dans nos cadres. Plus exactement resterait à expliquer pourquoi 
des faces possibles, on ne trouve que la moitié. 


Système clinorhombique. 


437: Notations 


Symétrie mt Cet P \ | (classe 2C5). 
La forme générale a 4 faces. 
4. — La forme primitive choisie en France est un prisme à 


Drzgonale 
{ortho) 


Sys terme 
c'inorkomèque 


Fe 


Ep 


base rhombe. On suppose le plan de symétrie £0z normal au 
tableau, l’axe binaire Oy horizontal. 
Dans la base p on distingue les deux diagonales. L’orthodiago- 
nale ou diagonale horizontale est parallèle à l’axe binaire, nor- 
au plan de symétrie; on la met dans le tableau. 
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La diagonale normale à l’ortho (clinodiagonale) est dans le 
plan de symétrie et inclinée de manière qu’on descende d’arrière 
en avant, de a en o. 

.Les paramètres sont alors le rapport b: k—d:h du côté de la 
base à l'arête latérale, et l’angle plan de base o (qui peut être 
obtus ou aigu; les angles o sur les faces latérales sont nécessai- 
rement obtus). À 

On donne généralement aussi les demi-diagonales A (horizon- 
tale), à (inclinée). en 

Descloizeaux indique pour l’orthose : 


b:h:A:353—1000 : 464 : 835 : 550 
o plan de base —113° 15° o plan latéral —104° 1’. 


Comme les angles plans ne se mesurent pas, mais se caleulent, 
on donne généralement l’angle dièdre d’arête oa’. 
Ainsi pour l'orthose on a mm—118° 48/. 

2. — Pour énoncer clairement la forme on prend trois axes 
Oxyz; Oy (axe binaire) est normal sur les deux autres: ceux-ci 
font un angle #03 dont on peut sans ambiguité énoncer l’une ou 
l’autre des valeurs supplémentaires. Ainsi avec la disposition 
choisie pour les axes, on à pour l’orthose : 


zOx= ph'{ante)—116° 7,  z07—ph'(post}—63 53. 


On donne enfin le rapport des paramètres sur les axes. 
Si l’on prend les axes 407 on a : 


xæ:y:2—=D:A:h—550 : 835 : 464— 658 : 1000 .556. 


Si l’on fait passer les axes par le centre du volume (axes EQr), 
il faut diviser par 2 le paramètre suivant Oz : 


é:nis=—098:1000:278. 


Tout cela est d’une extrême simplicité si l'on se borne à don- 
ner le trièdre de référence, les paramètres sur les axes et les 
caractéristiques grs des formes les plus fréquentes. Peu impor- 
tent les signes dont on décore les faces sur la figure correspon- 
dante : c’est ce que, dans un article ancien du Bulletin de la 
Société de Minéralogie, Groth faisait doucement observer. 

Par exemple pour l’orthose Groth choisit les paramètres : 


riyiz=a:b:c—658:1000:555,  G—r0z—116% à 
puis définit les formes les plus fréquentes par les caractéristi- 
ques qrs : 110, 00 SR TOTE en 


Avec ces données le premier venu construit Le solide Sans cas- 
sement de tête, ce qui est le but d’une bonne notation. 

Pour revenir à notre exemple, il est loisible de diviser le der- 
nier parmètre par 2, pourvu que l’on donne les grs dans la nou- 


4 


AU 
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veile hypothèse : pour l'instant du moins, de la plupart des 
espèces nous ne connaissons pas les paramètres absolus. Dans 1 
. symbole:grs cela revient à AUIARREr q et r ou à diviser s par 2 
| 3. — REMARQUES. 
Quelques remarques facilitent les calculs. 
a) On donne un prisme à base rhombe ouvert; on le coupe par 


AZ 


(ru, 2 


Fig. 158. : 


le plan ACBD normal aux arêtes, et par le plan AC'BD' incliné 
_ sur le premier de l’angle e. On demande de relier les angles o, 
$ a 6; B', des dièdres et des faces. On a : Re 
à # ES g 8 JE 
EE Re 85. -COS €, D CE 
Quand : croît de 0 à 90°, «/ va de « à 0°, 8’ va de 6 à 180°. 
- b) L’axe Oy est perpendiculaire à xOz. 
- L'angle xOz vaut 90° + <; l'angle £0z vaut 90°. 
- On vérifiera l'identité des ne du plan He pou 
à Ox : . - 


rite stgei+ Es 


On demande l'angle dièdre y des deux plans symétriques par 
rapport à xOz. Le second s'obtient en changeant le signe du 


coëflicient de y. Comme les axes sont rectangulaires, le cosinus 


del . demandé s'obtient immédiatement. 
cos ÿ— (ctr* cos” < —0’s):(07 cos’ e + D?s?). 
Pour les plans (011), (out), a: | 


cos = (c? cos? he} (c* 608 + d?). se Ur 


RS GS EE) LEE 


JS RE Te ANT 


RSR NOR FAST TD TR 


ER 


SARL 
PONT CS TE 


te 


tr 
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138. Formes holoèdres. 
1°. — La forme la plus générale (prisme ouvert) est à 4 faces 
deux à deux parallèles (prisme à base parallélogrammé). 
Le nombre des faces se réduit à deux quand on part d’une face 


normale au plan de symétrie (parallèle à la diagonale horizontale 


ou à l'axe binaire). Rapportées aux axes Oxryz, les faces ont la 
notation générale (gos) : 


R— (100), ortho pinacoïde ; 
o"r—(n0m), hémiorthodomes antérieurs ; 

par exemple 0'=—(101)  o—(102),... 
ar — (n0m), hémiorthodomes postérieurs. 


Le nombre des faces se réduit encore à deux quand on part 
d’une face normale à l’axe binaire : 
gi 010) _ clinopénacoïide. 
2, — PRISMES. 


La forme est un prisme d’arêtes verticales quand on part d’une 


face parallèle à Oz (gr0). 
h""" macroprismes plus allongés sui- 


g”"!"" brachyprismes raccourcis 
& suivant cette diagonale. 
Sur la figure 159 on véri- 
fiera la concordance : 


hi (310), : A°==(210),.. 
g—=(190), <= (00 


On obtient des prismes 
par des troncatures d”/, 
b"", sur les arêtes de base: 
la troncature initiale est mul- 
tipliée sur les 4 arêtes de 
Es même notation. On vé- 
iPhone rifiera la concordance : 


BREUTA), CHU), br)... 
dP=(AI), d'=(112), d'—(114),. 

Restent les troncatures quelconques sur les 
angles. Il est prudent de donner leurs carac- 


Fig. 159. téristiques de Miller, sans s’embarrasser d’a- . 


bréviations sources de fatigue et d'erreurs. 
9. — Cherchons les symboles des quatre faces. 
Partons de la face (grs). L’axe binaire dirigé suivant Oy laisse 
inchangée la caractéristique r; il amène Ox Ssur—Ox, Oz sur 
=0z; d’où la nouvelle face (grs). 


k 


té pbe  rt aat RAGe en 


JéhaeErs 
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Le plan de symétrie x0z laisse inchangées les caractéristiques 


g et s et change le signe de r. D'où les 4 faces : 


Grs) (ars, (rs) Grs. 
139. Mériédrie. 

1°. — HEÉMIMORPHIE. 

Symbole À (classe 2c). 

La forme la plus générale se compose d'un dôme dont les faces 
se coupent dans le plan de sÿmétrie a 
tOz. 

2°. — ENANTIOMORPHIE. . F 

Symétrie L (classe 2C): e° 

La forme la plus générale se compose 
d'un dôme dont les faces se coupent (0 
sur l'axe Oy et suivant une perpen- L2 
diculaire quelconque à cet axe. CL. 

La figure 160 représente une forme | 
possible. Au lieu d’une troncature sur 
un angle, on peut avoir une troncature 
sur une arête; on supposera par exem- 
ple ‘que le point À passe à l'infini sur a 
l’arête correspondante. Pense 


Système triclinique ou anorthique, 


140. Formes holoëdres. 


Symétrie C (classe 1Cÿ. 


La forme générale a 2 faces. 

La forme primitive est un prisme doublement oblique, c’est-à- 
dire un paraliélépipède quelconque. 

Pour noter raisonnablement les faces, il faut les rapporter à un 
trièdre Oxyz, en donnant le rapport des paramètres x:y:2etles 
angles qui définissent le trièdre, angles plans xy, yz, zx, ou 
angles dièdres +, y, z. 

Par exemple pour le sel d’oseille [quadroxalate de potassium 
(CO?) H°K + 2H°0], Rammelsberg donne d’après les mesures de 
la Provotaye : 

x: y: 2—=662 : 1000 : 589. 

CGR CRT PT AN EE op 

Ua 10123 rx 1102 jy B1 44" 


Toute face est notée par les longueurs #np qu’elle découpe sur 
les axes (longueurs évaluées avec les paramètres correspondants) 
ou par les inverses grs de ces longueurs. 

C'est clair, simple et sans ambiguïté. | 

Surtout pour les systèmes orthorhombique, clinorhombique et 


NS Pam Pr 


VE 0) 


UNE ER 
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anorthique {qui renferment le plus d'espèces naturelles et artif- 
cielles), la notation de Lévy est indé- 


# fendable. 


Le 2 
Par exemple pour le tar- 
irale en question, on trouve 
une série de faces en zone 
: notées }', o'", 0", p, alt, at, 
Pour savoir à quoï cela cor- 
respond, un effort est néces- 
saire, & moins d'être spécia- 
liste, et je demande combien 
il existe de spécialistes 
Mers dre g en France. 
Eniployons la nota- 
tion np, c'est-à-dire. 
Système indiquons les lon- 
snorthique QUeUurS découpées. En . 
. notant convenablemert 
DE les trois axes nous obtenons les 
symboles : 


(4 œ oo), (12 co), (LL co), (1 oo), 
. (11 ce), (1200 ), (Ï œ co). 


Fig. 161. - On voit immédiatement ce que 
cela signifie. 
On préfère prendre les inverses des longueurs, les grs de l'é- 
quation de la face : 
GX +ry +sz—À. : £ ds 
D'où les notations : 


(100), (210), (410), (010). (H10), (210), (100). 


141. Mériédrie. 
Il n’y a plus d’élément de symétrie : la forme mérièdre géné- 


- rale se compose d’un plan quelconque. La classe est 1C. 


CHAPITRE VII 


-GROUPES INFINIS - 
(DEUX CENT TRENTE GROUPES) 
142. Structure cristalline. Volume fondamental, vo- 

lume complexe ou maille. 

- 1%. — NOLUME FONDAMENTAL (VE). 

Nons admettons qu’on peut remplir l’espace sans vide ni recou- 
vrement avec des volumes finis, en nombre infini, identiques ou 
énantiomorphes, séparément dénués d'éléments de symétrie; 
chacun de ces volumes est un volume fondamental. 


Je préfère le mot volume au mot domaine parfois employé : ik 
s’agit d’un espace, le mot domaine au sens vulgaire suggère l'i- 


déed’une surface. 


Paur abréger l'écriture je poserai volume fondamental= VF. 


Dire-que les VF sont identiques, signifie qu'ils ont la même 


surface limite et qu'ils sont remplis de vide et de matière de la 
même manière, d’ailleurs quelconque, la matière n'intervenant 


que comme moyen de différencier l’espace. 


Dire que les VF sont énantiomorphes signifie que les surfaces 


limites et les remplissages (d’ailleurs quelconques) sont super- 
posables au moyen d'opérations de seconde espèce. Dan 

La surface limite peut avoir des éléments de symétrie; mais 
par hypothèse ils sont supprimés par la dyssymétrie du remplis- 
sage. CRT Fa 

Partons d’un VF et appliquons-lui toutes les opérations d’un 
groupe infini de déplacements; s'il est bien choisi (ce qui est 
cependant compatible avec une infinité de formes), on peut rem- 
plir exactement tout l’espace, sans lacunes ni empiétements. 

Inversement donnons l’espace exactement rempli par les VF 
en nombre infini; une opéralion quelconque du groupe super- 
pose tous les VF, restitue l’espace primitif. 


Par rapport à l'espace exactement rempli de VF, toute opéra- 


iton du groupe est identique. 
Considérons un point À quelconque d’un VF, et tous les points 
A,, À... qu'il fournit en vertu des déplacements du groupe, ou 


avec lesquels on peut le superposer quand on restitue l’espace 
supposé rempli de VF au moyen des opérations du groupe. 
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Les points A,, À,,... en nombre infini sont cristallographique- 
ment identiques au point A. 

Le VF étant par hypothèse dénué de symétrie, ne contient pas 
deux points homologues, sauf sur la surface limite; cc qui pré- 
cise Sa définition. D'où suit qu’il ne peut être percé par les axes 
ordinaires, coupé par les miroirs ordinaires : il ne peut contenir 
un centre d'inversion : les axes ordinaires, les miroirs ordinaires, 
les centres d’inversion font partie de la surface limite du VF: 

Par définition l’espace divisible en VF pelits est de structure 


cristalline; petit signifie dont les dimensions sont de l'ordre 


du py. : 

Le problème de la structure cristalline ou de l’homogénéité 
anisotrope se confond donc avec la recherche de tous les groupes 
infinis de déplacements. A chaque groupe (il en existe 230) cor- 
respond une infinité de VF, différents entre eux non seulement 
par le remplissage qui est quelconque, mais par la forme de la 
surface limite. 

2. — VOLUME COMPLEXE (VC). 

Les opérations d’un groupe infini (space group des Anglais) 

, CoOmprennent toujours 3 translations non coplanaires. Si nous 
appliquons ces translations à l'un des VF, nous le reproduisons 
une infinité de fois identique à lui-même: les points homologues 
de tous ces volumes se trouvent respectivement sur un réseau: 
tous les réseaux ainsi obtenus sont identiques et parallèles 
entre eux. 

Généralement nous ne remplissons pas ainsi tout l'espace. 

En effet le VF peut avoir plusieurs orientations et des transla- 
tions sous-multiples des translations fondamentales; s'il existe 
un axe quaternaire, le nombre des orientations est 4. Le VF se 
trouve sous des formes énantiomorphes quand le groupe contient 
des miroirs ou des centres d’inversion. 

Nous pouvons toujours trouver un volume complexe (VO), 
formé d’un certain nombre de VF identiques ou énanliomorphes 
et tel qu’on remplittout l’espace en lui appliquant les translations 
du groupe. 

Le VC peut se confondre avec le VF. 

I va de soi que les points homologues des VC se trouvent res- 
Pectivement sur un réseau; tous les réseaux ainsi obtenus sont 
identiques et parallèles. 

Soit Q le volume de la maille d’un réseau construit avec les 
translations fondamentales, c’est-à-dire telles qu'elles donnent 
tous lès nœuds du réseau: Q est égal au VC; c’est un multiple 
du VE. 

À partir du VF, le VC s'obtient en appliquant toutes les opé- 
rations du groupe les translations exceplées, mais en y compr'e- 
nant au besoin les translations sous-multiples des translations 
fondamentales. : 
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_ De ce que le VC a même volume que la maille du réseau fon- 
damental, il ne faut pas conclure qu’il se confond avec la maille. 
Il peut avoir une infinité de formes différentes; mais on peut lui 
_ donnér la forme de la maille. 

3. — Précisons la différence entre la Cristallographie de Bra- 
vais, et celle de Sohnke et Schôünflies. 

Pour. la première il existe un VC et un VF; mais le VC est la 
maille du réseau (volume Q); il possède donc les éléments de sy- 
métrie de l’une des 32 classes. Il contient un nombre de VF égal 
au nombre des opérations de la classe; le remplissage du VF est 
dénué de symétrie. 

Pour la théorie moderne le VC conserve le volume Q de la 
maille; mais sa forme devient quelconque; considéré isolément 
comme un solide fini, il peut être dénué de symétrie de quelque 

_classe qu'il dérive. C’est maintenant le milieu indéfini qui possède 
les éléments de symétrie, mais combinés avec des translations. 
Tout ce que nous demandons au VC est de contenir un nombre 
de VF congruents ou énantiomorphes égal au nombre maximum 
des points homologues du groupe (nombre qui péut être multiple 
du nombre des points homologues de la classe) et de remplir 
l'espace au moyen des translations. Nous avons donc le droit de 
remplacer les axes ordinaires par des axes hélicoïdaux, les 
miroirs par des plans de glissements, opérations qui ne créent 
pas de symétrie au sens vulgaire du mot. Certes le mirage par 
rapport à un plan de glissement remplace un (VF), par un (VF) 
énantiomorphe; mais comme ensuite nous translations (VF), le 
système (VF,)+ (VF), n’a plus de plan de symétrie. 

On trouve qu’il existe 230 groupes généraux; ils dérivent des 
32 classes en combinant les opérations de la classe avec des trans- 
lations. Par exemple à la classe AC qui contient en tout un axe 
quaternaire, par suite 4 opérations distinctes, combinons Îles 
translations. Prenons pour maille un prisme droit à base carrée 
(réseau l,); prenons la maille pour VC. En conservant l'axe qua- 
térnaire ordinaire, nous obtenons une maille (groupe 4C.1) qui 
possède la symétrie quaternaire. Mais nous pouvons aussi bien 
obtenir une maille qui nait plus que des axes binaires ordinaires 
(groupe 4C.3) ou qui n’ait plus d’axes de symétrie ordinaires 
(groupes 4C.2, 4C.4); l'axe quaternaire devenu hélicoïdal fait 
bien tourner le VF, mais sans pour cela imposer à la maille la 
symétrie quaternaire : c'est maintenant un agent de déplacement. 

Quand on parle d'éléments de symétrie, on est tenté de cher- 
cher un polyèdre fini, un « édifice », qui possède ces éléments. 
Dans tout ce qui suit, les éléments de symétrie ne sont que des 
agents de déplacement. 

Rappelons le problème posé : déplacer de toutes manières 
possibles un volume dénué de symétrie de manière à remplir 
l'espace sans vides ni empiètements; par hypothèse le volume 
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peut être remplacé par son énantiomorphe. J'insiste parce que 
le débutant est fort étonné, par exemple, qu'on choisisse comme 
maille pour la calcite Loloèdre un rhomboëèdre non cenuré, aussi 
parce que ces messieurs de la Sorbonne ont l’air de n’avoir sur 
la question que des idées erronées. | LS 
4°. — En définitive la propriété fondamentale du milieu cris- 
tallin est la périodicité. Le milieu est homogène et anisotrope, 
non parce que toutes ses pirties sont identiques, pour pelites 
qu'on les prenne, mais parce qu’elles se répètent identiques ou 
énantiomorphes. La limite entre l’hétérogénéité et l’'homogénéité 
dépend donc de la perfection des moyens d'observation et de 
l'ordre de grandeur des phénomènes considérés. Un milieu peul 
être homogène pour des ébranlements de grandes longueurs 
d'onde et hétérogène pour des ébranlements de petites longueurs 


d'onde. L’acier se conduit comme un corps homogène isotrope 
pour les déformations d'ensemble; c’est un corps essentiellement 


hétérogène pour un microscope assez grossissant. . 

Nous verrons que certains cristaux présentent tous les inter- 
médiaires entre l'hétérogénéité évidente (le cristal est composé 
de lamelles) et l'homogénéité parfaite (les lamelles deviennent si 
minces qué nous ne pouvons en prouver l'existence qu’au moyen 
des rayons X). 


143. Expression analytique des groupes. : 

1°. — J'ai donné ci-dessus les définitions géométriques abs- 
traites; mais la détermination de la structure des -crislaux à 
l’aide des rayons X pose le problème d’une manière plus simple. 

-Un point élant donné, appliquons-lui toutes les opérations d’un 
groupe infini; puisque le groupe contient toujours des transla- 
tions, le nombre des points cristallographiquement identiques ou 
équivalents est infini. Nous appellerons homologues les points en 
norbre fini qu’on peut obtenir à l’aide des opérations du groupe, 
abstraction faite des translations fondamentales, mais en conset-- 
vant les sous-multiples de ces translations quand elles entrent 
dans le groupe sous forme d’axes hélicoïdaux ou de plans de 
glissement : nous obtenons un nombre fini de points qui peut. 
être «multiple du nombre des opérations du groupe fini dont le 
groupe infini dérive. L'expression analytique du groupe est l’en- 
semble des coordonnées des points homologues ainsi définis. 
Elles ont été calculées par Wyckoff (Carnegie, n° 318); elles 
remplissent 180 pages d'un volume £4-octavo. Pour certains grou- 
pes du système cubique (nombre des opérations du groupe fini 48), 
le-nombre des points homologues est 192—48 4. | 

2. — Sile point est dans une position particulière, le nombre 
de sès homologues peut diminuer beaucoup. S'il se trouve sur 
un axe, Sur un miroir ordinaires, il n’est pas multiplié par cet 
axe Où par ce miroir; il se confond avec les autres points donnés 


| 
. 
| 
| 
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par l’axe où le miroir. Par exemple le nombre des points homo- 
logues étant en général 192, pour une position particulière du 
point initial il tombe à 8—192:2%. Pour d’autres positions il 
peut être 16, 32, 48, 96. Wyckolf indique toutes ces réductions. 

Quelles que soient les coordonnées des points homologues, il 
est toujours possible de les mettre dans la maille du réseau R 
construit sur les translations fondamentales et fixé en position 
par un procédé quelconque. 

En effet prenons 3 axes, &#, 7, 7, suivant les translations fonda- 
mentales; exprimons les coordonnées pour chaque axe en fonc- 
tion de la translation caractéristique de cet axe; x, y, z, devien- 
nent des coordonnées numériques. Pour un point qui se trouve 
dans la maille du réseau R construite à partir de l’origine des 
coordonnées, les coordonnées x, 7, zsont comprises entre 0 et 1. 

Un point de coordonnées quelconques x, y, z, a pour points 


cristallographiquement équivalents tous les points de coordon- 


nées (v—+m)(y+n)(z+p)où m, n, p, sont des entiers positifs 
ou négatifs; on passe en effet du premier aux autres en appli- 
quant les translations fondamentales. 

Or il est toujours possible d'obtenir que les coordonnées 
x+m,y—+n,z—+p,soient comprises entre 0 et f. 

Il va de soi que dans ce changement de coordonnées, le nom- 
bre des points homologues (au sens précédemment défini} ne 
change pas; à un des points homologues nous substituons le 
point équivalent qui est dans la maille. 

Ce théorème explique qu'on puisse toujours prendre la maille 
du réseau R pour VC. : 

Simplifier les notations des coordonnées consiste à ramener le 
point dans la maille, si l'on veut, à remplacer un point qui se 
trouve hors de la maille, par un point homologue qui est dedans. 

3. — MaiLLe FONDAMENTALE (UNIT CELL). 

Les translations fondamentales pouvant être remplacées par 
trois combinaisons quelconques géométriquement additives ou 


soustractives de leurs vecteurs représentatifs, on peut choisir la 


maille d’une infinité de manières; par exemple dans le système 
orthorhombique le prisme droit à base réctangle peut être rem- 
place par un prisme droit à base losange. : 

Mais la maille fondamentale par définition (Punit cell des An- 
glais), est telle que le nombre des points homologues y soit celui 
du groupe infini considéré. ; 

Par exemple analyse par les rayons X prouve que le rhom- 
boèdre de clivage de la calcite contient deux fois plus d’atomes 
homologues que ne le veut le groupe ‘3Di.6 qui est celui de la 
calcite : la maille fondamentale n’est donc pas construite sur les 
arêtes de ce rhomboèdre comme translations : il faut choisir un 
autre rhomboëdre de volume moitié moindre. 

Bien que toutes ces notions soient implicitement contenues 


PE 


RS 


An © 


RIT LE PA 


DL ASNTIEENE ET, 


a 


AE os 


EXT ERSS 
CRE TA ET EE 


ANSE 


DES 


FREE 
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dans l'ouvrage de Schoenflies, elles n’ont été systématiquement 
appliquées que par Wyckoff et grâce à son catalogue des.coordon- 
nées. Elles sont encore confuses dans les premiers mémoires de 
Bragg. 

L'ouvrage de Wyckoff est nécessaire au physicien qui étudie 
la structure des cristaux. 

9. — Arrivons au problème posé par l'analyse au moyen des 
rayons X. 

A un facteur près (nombre N d’Avogadro-Ampère) la formule 
chimique donne le nombre des atomes des divers constituants 
dans la molécule chimique. Admettons connu le nombre des 
atomes que contient la maille; par exemple admetions que pour 
la calcite il soit déterminé par la formule COfCæ. Pour des 
positions particulières des atomes (considérés comme des points 
géométriques, mais de natures différentes suivant qu'il s’agit de 
calcium, d'oxygène où de carbone), le-groupe doit contenir au 
moins 2 fois deux points homologues (deux atomes de charbon, 
deux atomes de calcium, atomes considérés respectivement 
comme identiques), au moins 1 fois six points homologues (six 
atomes d'oxygène considérés comme identiques). 

Des propriétés cristallographiques résulte que la calcite est 
holoëdre rhomhoëdrique avec réseau l,,; il faut done chercher 
dans le tableau des coordonnées quels sont les groupes qui 
satisfont à ces conditions. 

Les intensités relatives des spectres donnés par les rayons X 
permettent de choisir entre les cas admissibles. 

Rien ne dit & priori que tous les atomes de carbone, de cal- 
cium, d'oxygène sont respectivement identiques; d’où une dis- 
cussion préliminaire. 

On comprend l’importance du tableau des coordonnées pour 
les 230 groupes. 

9°. — Dans cette manière de poser le problème pour les cris- 
taux, il n’est plus question des VF; montrons qu’ils subsistent 
en nombre égal au nombre maximum des points homologues 
du groupe et comment la réduction du nombre des points homo- 
logues est possible. 

Prenons le groupe Oÿ1 qui appartient à l’holoédrie du système 
cubique. Sur les faces du cube traçons les diagonales et les 
médianes; nous décomposons chaque face en 8 triangles isoscèles 
rectangles égaux; d’où au total 48 triangles. Joignons le centre 
aux sommets de tous les triangles; nous obtenons 48 pyramides 
triangulaires : ce sont des VF admissibles. Leur remplissage 
peut être quelconque avec les deux formes énantiomorphes. 

Voyons comment s'opère la réduction. 

Plaçons un point à l'intérieur du cube sur l'axe de x (axe qua- 
ternaire) : il appartient à 8 pyramides contiguës; il n’est donc 
répété que 48:8—6 fois. 


% GROUPES INFINIS "1207 
Les coordonnées des points homologues sont : 
__ u00 Ou0 004 00 00 00%. 


En donnant à w des valeurs particulières, nous pouvons encore 
réduire le nombre des points homologues: si Le point est au 


Fig. 162. 


centre du cube, il est unique comme appartenant aux 48 pyra- 
mides. 
Placons le point sur l’un des axes ternaires (diagonales) du 
cube : il appartient à 6 pyramides contiguës; il n’est donc répété 
que 48 :6—8 fois. Les coordonnées ds. points homolog ‘ues sont : 


DU LUN LRU HU 

UUU: Uuu uuu uutu 
Pour les obtenir on utilise un axe quaternaire et le centre. L 
Plaçons le point sur un axe binaire : il appartient à 4 pyrami- 


des: il n’est donc répété que 48 :4—12 fois. 
Les coordonnées des points homologues sont : 


uuO  uuO  Ouu Ouu 


et les 8 combinaisons analogues. 

Piaçons le point n'importe où sur le pie æz qui est un miroir, 
ses coordonnées sont u0v; il appartient à 2 pyramides; il n’est 
donc répété que 48: 24 fois. 
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Et ainsi de suite. Suivant la position du point sur un axe qua- 
ternaire, ternaire, binaire, ou sur un plan de symétrie c’est-à- 
dire toujours sur la surface du VF, nous pouvons obtenir un 
nombre de points homologues égal à 1,2, 3, 6, 8, 12, 24. 


On comprend comment les VF existent toujours en nombre: 


égal au nombre maximum des points homologues du groupe, 
comment le nombre des points homologues diminue pour des 
positions particulières du point considéré sur la surface du VF, 
enfin pourquoi la considération des VF disparait dans la discus- 
sion de la structure au moyen des rayons X. 

6. — Un}groupe général a pour notation le groupe fini dont 
il dérive suivi d’un numéro d'ordre; on démontre en effet que 
tous les groupes infinis se rattachent aux 32 classes ou groupes 
finis, en associant à leurs opéralions des translalions sous-multi- 
ples des fondamentales: ce qu’on exprime en disant que tous les 
groupes infinis sont isomorphes des groupes finis. 

Par exemple du groupe fini 4D;: (holoèdre du système quadra- 
tique) dérivent les 20 groupes infinis : 

4Di.1  ;4D5.2...  4Dé:20. 


Pour l’un de ces groupes (il porte le numéro 1) les translations 
sont égales aux translations fondamentales; de là résulte que les 
coordonnées des points homologues d’un groupe tel que 4D.1 
sont les mêmes que les coordonnées des points homologues du 
groupe fini 4Dz. 


144. Opérations transformées. 
1°. — La théorie de la structure repose sur l'existence d'une 
infinité d'éléments de symétrie, identiques, périodiquement dis- 
tribués, qui s'engendrent les uns les. 
P- autres. 
»s Par exemple l’existence de l'axe L’ 
"et les opérations qu’il effectue, sont la 
conséquence de l'existence simultanée 
de l'axe Let du miroir P (fig. 163). 

Le groupe des opérations L! est Le 
groupe des opérations L transformé 
par P; L'est le transformé de L par P. 

Cette multiplication des éléments de 
symétrie est régie par un symbole de 


Fig. 168. la forme : 


PL PT. _( 


Soit 1 le point initial; appelons P-! l'opération qui donne le 
point 2 par réflexion sur le miroir P; l'opération inverse P fait - 
passer 2 en {. L'opération L donne 3 à partir de 2; l'opération P. 
fait passer 3 sur 4. La coexistence des points homologues 1 et 4 
entraine l'existence de l’axe binaire L’. 


; 


Rnb pi dd nn 
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Résultat exprimé par l’équation (1). 
- Il revient au même de dire que le plan P multiplie les éléments 
de symétrie comme il multiplie les points. 
De méme P'est le transformé de P par L': 


Loeb 


L'T' amène 4 en 1, P amène À en 2, L’ amène 2 en 5. 
La coexistence de ñ et 5 implique l'existence du miroir P”’. 
2. — Comme exemple plus complexe montrons que dans un 


cube un axe ternaire L! est le transformé d’un autre axe ternaire 
SL, par l’axe quaternaire A, : 


NN LL. 1 


L'opération A7! amène 1 sur 2 (faire attention au sens positif 
choisi pour la rotation). | 

L, amène 2 sur 3: À, amène 3 sur 4. 

La coexistence des POLE Let 4 crée 
l'axe ternaire L . 
… Tout groupe qui contient les opéra- 3 
tions À et B, contient par définition l’o- 
eo B'transfor mée de B par A : 


= AMBA= RL 


NB. Ce qui précède revient à dé- 
montrer qu’un élément de symétrie est 
multiplié par un autre élément comme un point, un plan, un vo- 
lume quelconques, proposition que nous avons BOUYED utilisée. 

3°. — APPLICATION AUX TRANSLATIONS. 

La transformée d’une translation T par une brdion À quel- 


Fig. 164. 


Plan de symétrie 


12=A 28=T, 34=A , H=T 
Fig. 165. 


conque parmi celles utilisées est une translation. C’est évident 
_si hous admettons la généralité du nota bene; comme exercice 
appliquons l'équation :  ATITA=T". | 

“14 
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La figure 165 montre le résultat pour un centre d’inversion, un 
miroir, par suite pour un plan de glissement. 

La figure 166 le montre pour un axe; voici la démonstration 
tirée de l'équation (1). PEL 

Sans restreindre la généralité du problème, nous pouvons sup- 
poser l'axe de rotation 
normal à la translation 
(une translation parallèle 
à l’axe n’est pas modifiée 
par la transformation). 

L’équation (1) s'écrit : 


MT AEe 
AA-ITA — AT" 
TA—AT'; (2) 


la relation (2) est dé- 
montrée au $ 16. 

Il est facile de voir 
qu’une rotation hélicoï- 
dale A: {) ou une ré- 
flexion suivie d’un glis- 
sement parallèle en plan 
de réflexion (plan de 


Q 


4 


Fig. 166. 


glissement) S(?) donnent 
respectivement à partir 
de la translation T, la 


même translation T’ que 
les opérations réduites A(o), S (on supprime la translation). 


145. Multiplication des axes 
seconde espèce. 
1°. — Un axe hélicoïdal d'ordre n et de translation t, notation 
A (2r:n,t), donne des points sur une hélice de pas #1 et sur des 
génératrices d’équidistance angulaire 2x: n. È 

Les axes sont de rotations inverses quand, la translation 4 
parallèle à l’axe restant la même et de même sens, la rotation 
change de sens; il revient évidemment au même de laisser la 
rotation de même sens et changer le sens de la translation. 

Le transformé d’un axe hélicoïdal par un centre d’inversion ou par 
un miroir est un axe inverse de même ordre et de même transla- 
tion; de vis à droite il devient vis à gauche, ou inversement. 

2°. — Soit À, un axe sépaire (le raisonnement vaut pour un ordre 
quelconque); le sens de la rotation sinistrorsum est indiqué par 
la flèche /; la translation est #, Pour préciser en avant du tableau. 
En projection nous obtenons pour une périolle les 6 points dont 


par une opération de 


je marque les translations. 
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® Multiplions par le centre C que nous pouvons supposer dans 
le plan du point 0; le mettre hors de ce plan à la distance z ne 
ferait que déplacer les points transformés de la distance 2z nor- 
malement au tableau. Nous obtenons 6 points qui, 0 excepté, sont 
derrière le tableau, sur un cercle de centre À,; le point À, est 
donc la trace d’un axe hélicoïdal de même translation #, mais 
inverse de À . En effet si noùus tournons dans le sens /, (sinistror- 
sum), Les points sont de plus en plus derrière le tableau. 
Les deux opératéurs AÀ,, CG, impliquent donc l’existence d’un 
axe hélicoïdal A, inverse de À. 
Cependant l’axe À, peut être de même sens que À,, à la condi- 


4 t LÉ Ji 


ILE 


Re 


Fig. 167, 


tion que la translation # soit égale à la moitié +, de la translation 
fondamentale 27, parallèle aux axes. : 

Supposons À, de même nature que À,; partons du point 0 du 
cerele de centre A,, tournons dans le sens de la flèche f.: nous 
- obtenons 5 points en avant du tableau aux distances 4, 21,... 5t du 
tableau; ils sont respectivement distants des points précédem- 
ment obtenus de 24,46, 104. Is se confondent avec des points 
conformes à la translation 2r,, à la condition :  {—#.: 

Le raisonnement vaut pour un miroir. 

D'où le théorème souvent appliqué : soit un système d’axes 
auquel nous ajoutons des inversions ou des réflexions qui ne 
doivent pas les multiplier ; il faut que les miroirs, plans de glisse- 
ments ou centres, occupent des positions particulières; il faut de 
plus que les axes soient ordinaires, hélicoïdaux de translation +.; 
ou $e groupent par paires de sens inverses. a 


146. Remarques sur les éléments de symétrie. 
Dans chaque groupe peuvent exister un grand nombre de séries 
d'éléments de sy métrie, mais élles ne sont pas toutes indépën“ 
dantes. Il est intéressant deles nieitre en évidence; maison 
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obtient tous les points homologues d’un point quelconque avec 
. quelques unes d’entre elles qui suffisent à définir le groupe. | 

Naturellement il est préférable de choisir les plus simples. 

Par exemple on donne UN axe sénaire ordinaire et les transla- 
tions fondamentales; l'une est parallèle à l’axe, les deux autres 
égales lui sont normales et font l’angle 60° : le groupe est complè- 
tement défini. Il s’agit de montrer quels sont tous les axes 
‘sénaires qui découlent de sa définition, et quels sont les axes 
ternaires et binaires qui s’introduisent automatiquement. Les 
énumérer purement et simplement comme on le fait parois, est 
d’une complète inutilité; mon lecteur demande autre chose. 

Je ne doute pas qu'après un court apprentissage, il ne trouve 
le petit jeu très amusant, tant les résultats sont paradoxaux. 

Il y a deux manières de procéder : combiner des symboles, 
construire une figure. J'emploierai la seconde méthode, ayant 
pour le symbolisme compliqué autant de respect que d’aver-- 
sion. Certes il faut connaître les théorèmes fondamentaux pour 
justifier le résultat fourni par une figure correcte. Mais entre une 
justification a posteriori et une méthode de découverte, il existe 
un abime pédagogique; une élégance formelle qui n’ajoute aucune 
certitude et rend difliciles des choses très simples, me paraîlinu- 
tile pour ceux à qui je m'adresse. 

Au lieu d’une figure on péututiliser les coordonnées des points, 
ce qui revient exactement au même. | 

Je ne songe pas à diminuer la sagacité de Sohnke, de Fedorov, 
de Schoenflies; mais s’il était difficile de faire le travail, ilne 
l’est pas de le vérifier. | | 

Le lecteur voudra bien ne pas me reprocher de ne pas remplir 
un programme qui n'est pas le mien. S'il désire approfondir la 
théorie des groupes, il consultera le livre de Schoenflies ou celui 

(beaucoup plus facile) de Hilton : je ne me propose que de décrire 
quelques douzaines parmilés 230 groupes, pour montrer la nature 
du problème. Avec le développement que je donne à es expli- 
cations, précisées par des figures et par les coordonnées des 
points homologues, il faudrait des milliers de pages pour passer 
en revue les 230 groupes. Si le lecteur comprend bien ce qui suit 
(ce n’est pas difficile), il se reconnaïtra sans peine dans les traités 
spéciaux. 

J'ai dit que le travail de Wyckoff (coordonnées des points ho- 
mologues) contient 180 pages de symboles: celui qui étudie la 
strücture des cristaux, ne peut s’en passer. 

La pédagogie exige autre chose ; il faut d'abord familiariser le 
débutant avec les combinaisons possibles d'axes ordinaires ou 
hélicoïdaux, de miroirs ordinaires et de plans de glissement ; il 
faut surtout qu'il acquière:une notion nette de ce que devient La 
symétrie dans un milieu indéfini périodique, symétrie qui diffère 
complètement de celle des polyèdres finis. Entre un agent de dépla- 
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cement et un élément de symétrie au sens vulgaire du mot existe 
un abime.. ê 

Le lecteur ne sera plus tenté (avec ces messieurs de Îa° Sor- 
bonne) de chercher dans un milieu indéfini périodique (groupe 
infini) un « édifice » admettant les éléments de symétrie o/'di- 
naires du groupe fini correspondant. 
147. Figures planes : groupe de translations. 

1°: — Pour montrer la simplicité de la notion de groupe infini, 
raisonnons sur des figures planes se déplaçant dans leur plan : 
le VE a pour base une figure plane avec laquelle nous devons 
remplir le plan sans lacunes ni empiétements; le VF est, si l'on 
veut, une prisme droit de hauteur quelconque (phénomène cylin- 
drique). ie | | 

Posons que les opérations se réduisent aux translations : 


 OA—2%, OB—2:;; 


le facteur 2 simplifie les notations. 
Possédant l'opération T,—2-,, le groupe possède l'opération 


17 


mn 


inverse T;! (translation de sens contraire) et les opérations T?, 
Tr” : une fois le plan rempli avec les basés des VE, on restituera 
le dessin en le translatant de m fois 2-, dans le sens de la transla- 
tion ou en sens inverse; il est inutile de spécifier le sens du vec- 
teur PA ANR CE | 
__ De même possédant l’opération T,—x,, le groupe contient les 
opérations T;*, T2, 127. Re ; ae 
Enfin possédant les opérations Ti.et 1”, il possède l'opération 


T"T:: on restitue le dessin par une translation 2m, + 2n,, 


L à 
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somme géométrique de » fois la translation 2 et de n fois la 
translation =, (m et » sont entiers). 

Traçons un système de lignes parallèles équidistantes détermi- 
nant entre elles des segments égaux aux translations 2, 2r,. 
Toute translation résultante d’un nombre quelconque de ces seg- 
ments est une translation admissible; elle restitue le dessin. 

2°. — VOLUME FONDAMENTAI. 

Pour base du VF nous pouvons choisir le parallélogramme 

QMNP déplacé comme on voudra dans le plan parallèlement à 
lui-même, amené par exemple en M'N'PQ'; en effet nous couvrons 
le plan exactement en appliquant les opérations du groupe à ce 
parallélogramme M'N PQ. , 
= Nous pouvons choisir MQRV et une infinité d’autres parallé- 
logrammes dont les sommets coincident avec les intersections 
des lignes précédemment tracées (nœuds du plan réticulaire), 
mais ne contenant aucune intersection dans leur intérieur. 

Il revient au même de dire qu'ils sont construits sur des ran- 
gées conjuguées ($ 46). | 

Nous ne pouvons choisir RSTU, car il contient le point W qui 
est homologue des points T, U, R,S. 


Or le VF ne doit pas contenir deux points homologues sauf 


sur la surface limite (ici son contour). 

L’indétermination du VF n’en reste pas là. La fig. 168, à gauche, 
montre un dessin restitué par la translation 2m:, + 2n,; rien 
n'empéche de rendre plus irrégulière la courbe qui limite la base 


Tous ces VF ont même aire de base. Ils sont remplis d'une ma 


Rien n'empêche de prendre Pour aire de base du VF des por- 
tions du plan limitées par des courbes distinctes fermées, à la 
seule condition que la somme de ces aires égale l’aire du parallé- 
logramme construit sur les translations fondamentales. 

Nora BENE. Les nœuds du plan réticulaire qui résulte des trans- 
lations forment une figure qui admet une infinité de centres 


d’inversion ; nœuds, milieux des côtés et points d’intersection des. 


diagonales. Mais le: plan recouvert par les VF n'admet plus ces 
éléments de symétrie: le remplissage des VF, le même pour tous, 
est privé de symétrie dans chacun; c’est évident pour la partie 
gauche de la fig. 168. 


Comme les opérations du groupe se réduisent aux translations, 
le VF se confond avec le VC. | 


RE 148. Figures planes : groupe contenant un miroir or- 
dinaire. : 
he — Le groupe devant remplir le plan contient deux transla- 
tons; je dis que l’une est normale au miroir, l’autre parallèle. 
En effet soit deux translations quelconques représentées par 


GROUPES INFINIS . . . | 215 


les vecteurs Da, O6. Partons du point O; la translation Oa amène 
O sur a, la réflexion sur S donne a/; ce qui revient à dire que le 
groupe contient la translation Ua’. Cest une application de la 


Fig. 169. 


proposition qu'une opération du groupe multiplie les autres opé- 
rations. L'opération Oa existant, l'opération Où’ ” existe; d’où 
le point a”; d’où le point + en multipliant Oa par Oa/. 

Il existe donc une translation Oc normale au miroir. 

Opérons de même sur la translation Ob. L'opération S donne 

Ov’; l'opération Ob existe: d’où Où"; d’où le point &' en multi- 
pliant OP par O0”. ne 

Il existe done une translation Of normale au miroir. 

En définitive normalement au miroir existe la translation : 


mOfÿ nOc —p.2r,; 


m, n, p, sont des entiers quelconques; 2, est la plus petite 
translation admissible (translation fondamentale, normale au mi- 


ñ îe « - : 
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roir). Il va de soi que 2z, est un sous-multiple de Of’ et de Où; 
donc Of’ et Ox sont en rapport rationnel si nous voulons que 2, 


Soit fini. | 
Le même raisonnement appliqué aux translations parallèles au 


miroir donne la condition : m.O6 +- n.Oo=p.25,. . 

Ainsi nous pouvons donner deux translations inclinées sur le 
miroir; mais d’une part elles impliquent des translations l’une 
normale, l’autre parallèle au miroir; d'autre part elles ne sont 
Pas quelconques : il est naturel de donner les translations 
2%, 27. CE as 

2. — Je dis qu’il existe une infinité de miroirs parallèles, équi- 
distants de :. En effet, soit 3 l’équidistance; si l'opération S 
existe, il en est de même de S?. ; 2. 

Partons du point a; S donne 4’, S' donne a"; ona aa"— 25. 

Or cette translation doit appartenir au groupe; d’où : 


28—2r,, DS 


En définitive nous obtenons tout le possible avecles translations 
27,, 27, el l'unique miroir 
S; mais il est plus clair de 
chercher tous les éléments 
de symétrie qui résultent 
de ces données, éléments 
qui du reste r’ajoutent rien 

e nouveau. 

.Le groupe que nous étu- 
dions, est noté 2c.1 quand 
On adjoint une troisième 
translation 2-, quelconque 
parallèle aux miroirs(struc- 
ture monoclinique hémié- 
drique hémimorphe). 

3°. — VOLUME FONDAMEN- 
TAL. 

Par définition le VF ne 
peut être coupé par les 
miroirs; il est donc en par-. 
tie limité par ces plans. Sa 
forme est d’ailleurs indé- 
terminée; nous en -AVOnS. 

Fig. 170. représenté une possible. 

s L’aire s est moitié de l'aire 

2 déterminée par les translation 2-, 2- ; le VC est formé de deux 
VF énantiomorphes. 

Dans l’espace, pour VF on Peut prendre un prisme oblique, 
ayant pour base la surface ombrée et pour arêtes latérales des 
droites égales et parallèles à la translation 2- | 


2T, 


Groupe general S'-C 


2 


RDS 41 


_ Ja translation 2. 
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149. Figures planes : groupe contenant un axe binaire. 

1°. — En suivant la marche du $ précédent, on vérifiera qu'il 
existe deux translations 2:, 2-,, dans le plan normal à l'axe 
binaire L donné. Au reste cela va de soi quand au lieu de raison- 


Fr , . 
ner dans l’espace, nous raisonnons dans le plan. Tout se déduit 


de l'axe unique L et des translations: mais il est commode de 
chercher toutes les opérations liées aux précédentes. 


a 2T 


&; —2T 


1 


Fig. 171, 


Construisons un réseau, de translations fondamentales 2, 27 
dont un des nœuds coïncide avec la trace de l’axe L. ru 

Cet axe multiplié par les translations donne une infinité d’axes 
parallèles passant par tous les nœuds du réseau. 

Je dis qu’il en existe un nombre quadruple, dontles traces sont 
en tous les nœuds du réseau 
rx 3 autrement dit il en 
existe aux sommets des pa- 
rallélogrammées construits 
sur les translations 2r,, 2-,, 
au milieu des côtés et au 
centre de ces parallélogram- 
mes. ‘ 
: En effet L amène le point 
a au point &, qui devient a, 
grâce à la translation —2: ; 
la coexistence de «& et de a, 
implique l’axe binaire L'qui 
se déduit de L par la trans- 
lation —:,. 

Mêmedémonstration pour 


_ Il revient donc au même 
de donner lP’axe unique L et 


les translations 2+,, 2+,, ou Groupe général Ci 

de donner une infinité d’a- Fig: 172. 

xes binaires passant par les 
nœuds du réseau 7,, 7,, et normaux au plan réticulaire correspon- 


dant. 
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2. — VOLUME FONDAMENTAL. 2 

La paroi du VF doit contenir les axes. Les VF sont tous con: 
gruents puisque tous les opérations (translations, transpositions) 
sont de première espèce. Pour avoir le groupe solide on ajou- 
tera une translation parallèle aux axes, de grandeur 27, quelcon- 
que. | | 

Le VF est moitié du volume construit sur les translations 2r,, 
DT Qtae s 

Pour VF on peut choisir un prisme oblique dont la base est la 
figure ombrée (fig. 172). 

Le groupe est noté 2C.1 (hémiédrie hémimorphe du système 
clinorhombique) quand on ajoute une translation parallèle aux 
axes binaires. 


150. Figures planes : groupes contenant des réflexions 
et des transpositions. 5 

1°. — On donne un miroir, un axe binaire parallèle au miroir et 
deux translations, 27, normale, 
27, parallèle au miroir. 

Cherchons tous les éléments 
de symétrie qui résultent de là. 

De l'existence du miroir S, et 
de la translation 2-, résulte d'a- 
bord une série de miroirs pa- 
rallèles SES équidistants 
de z,. 

Pour ne pas multiplier les 
miroirs, par suite changer la 
translation, l'axe binaire doit 
être dans un miroir ou équi- 
distant de deux miroirs. 

2! — Groures  2e.1, 2e.11. 

Supposons l’axe L dans le 
miroir S,. 

Partons de la figure a: on a : 


, 
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D'ART d'L—2- 


La coexistence de a et de a” 
implique le miroir S,, par suite 
la série de miroirs S!, S'..….. 
équidistants de ,. 


On a : 


1 

Groupe général Cjy 
. Fig. 178. 
| ASE. aa) 

La coexistence de 4” et de +’ 
d’axes L,, L,,... équidistants de LP | 

Ona: a.S,—B; la coexistence de a et de ë implique l’axe L'; 

, “ » e. fl Fr . . à 
d’où une série d’axes L,, L,.... équidistants de mis | 


implique l’axe L,; d’où une série 
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24, 


Groupe 2e 
Fig. 175. 


En définitive nous trouvons des 
axes binaires dans les miroirs et 
aux nœuds du réseau 7,, 7}. 

VOLUME FONDAMENTAL. 

Nous pouvons prendre pour VF 
le prisme droit dont la base est 
ombrée dans la fig. 175 (groupe 

2e.) | : 
Dans le rectangle de côtés 2r,, 
2, se trouvent les bases de deux 
VF congruents et de deux énan- 
tiomorphes. 

Rien n’interdit de centrer les 
rectangles par la trace de nou- 

‘veaux axes binaires; sans multi- 
plier les éléments de symétrie 
précédents, ils ne font que dimi- 
nuer de moitié l'aire de la base du 
volume fondamental. Nous obte- 
nons ainsi la figure qui corres- 
pond au groupe 2e.1l (voir plus 
loin. : Groupe ?2ek 
3°. — GrouPE  2e.4. 

Supposons l'axe binaire donné 

en L à égales distances des miroirs S,, S,. 


Fig. 176. 
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Une première série L, L',... équidistants de , résulte de là 
mulliplication par les plans S,, S,,... 
Partons de la figure a: On a : 


La, 4270 


La coexistence de 4” et de « implique l’axe L ; d’où une série 
d’axes L,, L,,... équidistants de -,. 

La figure 173 montre la base d’un VF admissible; son aire est le 
quart de Paire du rectangle construit sur les translations 2+, 2. 

Les notations des figures 172 et 173 sont celles de Schoenflies: 
comme j'adopte celles de Wyckoff plus simples, on posera : 


CRC CEE pe ae: tL 
151. Propositions générales sur les groupes. 

1°. — Par définition, des opérations forment un groupe quand le 
produit AB ou le carré A? de deux opérations quelconques appar- 
tient au groupe et quand il contient simultanément les opérations 
inverses A-!, Bt. ss ; : 

D'où suit que le produit d’un nombre quelconque d'opérations 
appartient au groupe. En effet on peut écrire : 


ABCD...—PCD...—QD...; 


AB—P, appartient au groupe; par suite Q— PC, enfin QD. 

Et ainsi de suite. 

2. — Les groupes que nous-devons considérer, contiennent ou 
non des opérations de seconde espèce; les figures dérivées des 
opérations sont toutes congruentes (groupes de première espèce). 
_ où sont congruentes et énantiomorphes (groupes de seconde 
espèce). Dans ce cas les opérations distinctes de première espèce 
et de seconde espèce sont en même nombre. 

Dans le groupe soit les opérations de première et de seconde 
espèces : 


Ge AN ER ECG AD 
GR b CRI 


Nous verrons plus loin que G, forme ün sous groupe, mais 
qu'il n’en est pas de même de G.. Pour ne rien préjuger nous 
nous gorderons d'appeler groupes les groupements Get G.. 

d, b?, ab appartient à G,, le produit de deux Opérations de 
seconde espèce étant une opération de première espèce. 


Soit : ab — A. Multiplions par A-!: abA-1—1. : 
Multiplions par a=!:  bA-1— 41; 
d’où en multipliant par a:  BbA-‘a— 
Mais A7'@ appartient à G; c’est par exemple l'opération D: 
d’où : —6D, | 


Aïnsi toute opération a du groupement G, est équivalente au 
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produit de l’une des opérations de ce groupement par une opé- 
ration de G,; toutes les.opérations de G; sont réductibles à la. 
forme : 


BASE DC "A 


Leur nombre est donc égal à celui des opérations de G,. 

Dans l'emploi de ce symbolisme rien ne suppose que les opé- 
rations sont permulatives. À l'opération ab je fais succéder l’o- 
pération AT; j'ai d’une part le résultat-abAT!, de l’autre l’opéra- 
tion identique. Quand je multiplie par 4°, cette opération est par 
hypothèse celle du début; elle est détruite par l'opération a. 
Quand je multiplie par a?, par hypothèse cette opération succède 
RUOATE ; 

3. — SOUS-GROUPES. 2 

Il ya sous-groupe quand certaines opérations d’un groupe 1$0-. 
lées satisfont à la définition de groupe. 

. En particulier un groupe de seconde espèce (c’est-à-dire conte- 

nant des opérations de seconde espèce) admet comme sous- 
groupe toutes les opérations de première espèce qu’il contient, 
puisque le produit de deux quelconques de ces opérations est de 
première espèce. Il n’en est pas de même pour les opérations de 
seconde espèce, puisque le produit de deux de ces opérations 
est de première espèce. Tee 

Le sous-groupe des opérations de première espèce peut se 
subdiviser; en particulier les translations forment un sous-groupe. 
De là ne résulte pas que si le groupe contient des translations et 

des axes (opérations de première espèce), les axes forment un 
sous-groupe, des rotations autour d’axes différents pouvant donner 
des translations. 

On démontre que si le groupe contient un nombre fini N d’opé- 
rations distinctes, N est un multiple des nombres 7,, n,,... des 
opérations contenues dans chaque sous-groupe. | 

Il est donc au moins égal au produit #,n,... 

4°. — SOUS-GROUPES ÉMINENTS. 

Schoenflies appelle sous-groupe éminent (ausgezeichnete Unter- 
gruppe) un sous groupe qui est transformé en lui-même par toutes 
les opérations du groupe. Il en est ainsi pour le sous-groupe des 
translations. Une opération quelconque du groupe transforme 
généralement une des translations en une autre translation du. 
sous-groupe; mais comme toutes les translations sont respective- 
ment transformées en translations, le groupe des translalions est 
transformé en lui-mêine. ur 

Montrons qu'il n’en est pas ainsi pour tous les sous groupes. 

Soit comme groupe les opérations représentées par un axe 
quaternaire À, et quatre axes “binaires normaux. Chaque axe 
bivaire est un sous-groupe; il n’est pas transformé en lui-même 
par toutes les opérations du groupe; en particulier par des rota- 


ET Se BA AA ET a EP TOR à 
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tions de 90° ou de 270° autour de AÀ,, pas davantage par une trans- 
position autour des axes binaires qui sont à 45° de lui. 

Evitons une confusion. - 

Le groupe des 3 translations fondamentales peut être repré- 
senté par un réseau, mais à la condition de laisser arbitraire la 
position de ce réseau. Il n’est pas vrai qu’un réseau construit sur 
les translations fondamentales soit restitué (vienne en self-coïn- 
cidence) par toutes les opérations du groupe: il l’est abstraction 
faite de la position absolüe. Une translation est en effet repré- 
sentée par un vecteur de longueur et d’orientation déterminées, 
mais de position arbitraire. < 

Reprenons la fig. 166. Admettons que l’on passe du point 1 au 
point 1 grâce à l’une des translations fondamentales 11. Suppo- 
sons l’axe hélicoïdal d'ordre 7 et de translation -: en faisanttour- 
ner de 2r:n et en translatant de =, nous obtenons les deux points 


2,2 : le vecteur 22 est défini en grandeur et en direction; mais sa 
position dépend de la translation -; c’est cependant une des trans- 
lations fondamentales du groupe ou l’une des combinaisons de 
ces translations. 


152. Sous-groupe des translations. 

Le sous-groupe des translations contient trois opérations élé- 
mentaires T,, T,, T, qui sont les translations non coplanaires 
25,, 2:,, 2+,. Pour chacune de ces translations l'opération inverse 
existe; il en est de même de l’opération générale : 


TPTTE = 2m, + 2n Fr ADES 


m, n, p, Sont des entiers positifs ou négatifs; le second membre 
représente une somme géométrique. 

Par définition les translations forment un sous-groupe. 

Partons d’un point P quelconque; appliquons-lui toutes les 
translations du groupe : nous obtenons une infinité de points aux. 
nœuds d’un réseau. Il représente le sous-groupe des translations: 
mais tandis qu’envisagé comme assemblage de points, il a des 
éléments de symétrie, 1l en est dépourvu comme image des trans- 
lations. En effet si nous étions partis d’un point Q différent de 
Pen position et en nature, nous aurions obtenu un second réseau 
identique au premier, mais non confondu. Ce réseau dont les 
nœuds sont occupés par des points Q, forme avec le premier un 
système dont la symétrie est généralement nulle. RUE 
_ Iexiste donc un abime entre le réseau de Bravais qui possèd 
une réalité physique, et l'un des réseaux en nombre infini dont 
lé rôle se réduit à représenter les translations admissibles. 


‘153. Théorème fondamental. RPC re 
1° — Soit un groupe G qui utilise les opérations À; BG: DE 
axes, miroirs, centre d’inversion, disposés de manière qu'un 
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point de la figure reste immobile; par deton G est un groupe 
fini (point-group des Anglais). 

He ces opérations par les opérations {isomorphes) 
A; C’, D’, qui n’en diffèrent que par l’adjonction d’une 
tes (axes hélicoïdaux, plans de glissement); nous obte- 
nons un groupe infini (space-group des Anglais). 16 

Des théorèmes démontrés résulte qu’à toute combinaison ABC 
des premières opérations correspond une combinaison A’B'C' 
des secondes nropee de ABC (n’en différant que par une 
translation). 

Supposons que l' contienne 3 translations fondamentales : les 
translations que contiennent les opérations ABC’... sont néces- 
sairement des sous-multiples des translations fondamentales ou 
des combinaisons de ces sous-multiples. Une quelconque de ces 
opérations restitue les translations fondamentales. Ces opérations 
ne peuvent donc contenir que des axes d'ordres 2, 3, 4,6. 

Répétons-le : on ne dit pas qu’un réseau particulier construit 
sur les translations fondamentales est restitué par toutes les opé- 
rations du groupe; on dit seulement que les translations fonda- 
mentales (qui, comme toutes les translations sont figurées par 
des vecteurs définis en grandeur et orientation, mais Ron en 
posilion) $ont restituées par toutes les opérations du groupe. | 

En définitive aux opérations du groupe général T correspon- 
dent les opérations d’un groupe fini G, avec des axes de même 
ordre et des translations surajoutées ; c’est en ce sens que les 
groupes généraux sont isomorphes des classes. 

De chacune des 32 classes dérive un nombre plus ou moins 
grand de groupes généraux. 

Ainsi pour obtenir les groupes infinis, il suffit de remplacer 
les opérations des groupes finis précédemment étudiés par des 
opérations isomorphes, c'est-à-dire de remplacer les axes ordi- 
naires par des axes hélicoïdaux, les miroirs Le des plans de RO. 
sement. 

Les translations Ve à ces axes et à ces plans sont nécessai- 
rement des sous-multiples des translations fondamentales ou de 
Jeurs combinaisons géométriques. 

2. — Dans l'obtention des 32 classes nous n’avions pas à con- 
sidérer les réseaux, puisque par hypothèse parmi les opérations 
des groupes finis n'intervient aucune translation. 

Dans l'obtention des 230 groupes infnis, les translations fon- 
damentales sont représentées par un réseau. Il faut donc asso- 
cier à chaque classe les divers réseaux (c’ est-à-dire les divers 
ue de translations) qui sont compatibles avec elle (maille 
Wayant des nœuds qu'aux sommets, maille centrée, maille : à faces 
centrées), ces réseaux ne restant, bien entendu, qu'une manière 
commode dé figurer les translations. 

Par exemple prenons comme maille un prisme droit à base 


tué 


» 
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rectangle; prenons deux côtés de ce rectangle pour mages des 
translations 2z,, 27,. Soit 2, la translation normale. 

Dire qu'il n’existe des nœuds qu'aux sommets de la maille, 
c'est donner les translations fondamentales 2-., AT At 

Dire que la maille est centrée, c’est prendre pour translations 
fondamentales 2+,, 2, t: +7, 7, où toute autre combinaison 
déduite de ces 3 translations. A 


154. Multiplication des axes, miroirs, centres d’in- 


version par les translations fondamentales. 
Voici quelques lemmes évidents. 


1°. — Tous les éléménts de symétrie sont multipliés par les 


translations fondamentales. En particulier soitun axe d'ordre x; 
soit 22,, 2:,, les translations normales à cet axe : il existe une 
série d’axes de même ordre qui passent par les nœuds du réseau 
plan construit sur les translations 2z.. 2+.. ER PRRe 

2. — La multiplication ne s’arrête pas là pour les axes binaires 
(par conséquent pour les axes d'ordre pair), pour les miroirs et 
ponr les centres. 

Supposons les axes et les miroirs ordinaires. 


Deux transpositions successives autour d’axes binaires paral- 


lèles distants de 3, deux mirages sur des miroirs parallèles dis- 
tants de à, deux inversions par rapport à des centres distants de 
>, valent une translation 23 suivant la normale aux axes et aux 
miroirs ou süivant la droite qui joint les centres. De là résulte 


que la multiplication de ces éléments de symétrie est liée, non 


pas au réseau de translations 2-,, 2r,, 2r,, mais au réseau de 
translations moilié moindres =,, pes 

3. — Les glissements associés aux miroirs ne sont pas quel- 
conques. 

Soient deux miroirs S, S', distants de à et de glissement +: 
le mirage d’une figure par rapport à S, puis de l'image par 
rapport à S', donnent une figure congruente de translations 
23427, 25— 2%, 23, suivant qu’on prend les glisséments tous 


deux dans un même sens, tous deux en sens contraires, l’un dans 


un sens l’autre dans l’autre, ce quiest permis. Comme les figures 
congruentes peuvent toujours se déduire l’une de l’autre grâce 
aux translations fondamentales ou à leurs combinaisons, +2: doit 
être l’une de ces translations : le glissement est donc nul ou 
égal à la moilié de la translation parallèle qui se déduit des 
translations fondamentales. En particulier si le miroir est paral- 
lèle au plan +3, son glissement est :,, +., ou Tr ET e 

4°. — Les translations associées aux axes hélicoïdaux ne sont 
pas quelconques. 

Soit 2 l'ordre de l’axe, 2x la translation fondamentale parallèle 
à l'axe, < la translation associée à l'axe. On doit avoir nr7—2x. 
où p est un nombre entier; cela revient à dire qu'après un tour 


l 


f 


x 
p 


Ératiti dode tr te ae A 


L' , | 
PONS 
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complet, on revient à une figure (congruente) qu’on doit PAR 
déduire de la première grâce à la translation 2+.. 

Par exemple si l’axe est quaternaire nous oe lui associer 
les translauons 9" OUR:2 & 9:09. 2: 

Les 4 us sont seules distinctes grâce à l'existence de 
la translation 2 he 

Utiliser les hat tons t—7,:2 et34— 357, : 2 avec des rotations 
de même sens, revient à utiliser HR 
la translation -.:2 avec des rota- 
tions de sens contraires : ce que 
montre la figure 177. 

Partons du point a {niveau O) 
et tournons sinistrorsum avecla 
translation # : nous obtenons 
successivement les points b, c, 
d, de niveaux #, 24, 3t; nous re- 
venons à un point projeté en a 
de niveau 44. Or, vu la transla- 
tion fondamentale 44, on a sym- 
boliquement 44—0. 

Repartons du point a etutili- 
sons la translation 34 en tour- 
nant sinistrorsum : nous obte- 
nons des points projetés en b, c, d, mais de niveaux cu 621, 
t—0. Tout se passe donc comme pour la translation = et 
4 rotation dextrorsum. 
9°. — Voici des propositions d’un emploi continuel. ® 

a) Soit un miroir ordinaire normal à l’axe des x et situé à la 


fie: ire 


(28-x)y(28-2) 


Æ Miroir 


Fig. 178. 


distance £ de ain L'i image d’un point æyz à pour coordon- 
‘nées (22—zx)yz. En effet si le miroir passait par l’origine, les 
coordonnées de l’image seraient is translater et miroir “dei # 
translate l’image de 26. HR NS den 


15 
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D) Soit un axe binaire ordinaire parallèle à l’axe des y; sa trace 
sur le plan #z a les coordonnées £, £. 
Le transformé d’un point xyz a les coordonnées 


(2E—x)y(26— 2). 


c) Soit un centre d’inversion de coordonnées E, n, ç& Le trans- 


formé d’un point xyz a les coordonnées (2£— +) (2n — y) (25 — 2). 

d) S'il s’agit de plans de glissement ou d’axes hélicoïdaux, on 
fera les transformations précédentes, puis on ajoutera les glis- 
sements aux coordonnées correspondantes. 


155. Association d’un plan de glissement et d’un axe 
hélicoïdal d’ordre pair normal. 
Nous avons maintes fois appliqué le théorème que l'existence 


Fig. 179. 


simultanée d’un axe ordinaire d’ordre pair L et d’un miroir ordi- 


naire S implique l'existence d’un centre d’inversion trace de . 


l'axe sur le plan. \ 

‘Généralisons pour un axe hélicoïdal L (5) de translation -, et un 
plan de glissement S{#) de glissement £. 

Le point a est transformé en & par transposition, en a, par 
translation. Le point à, est transformé èn 4 par mirage en 4, ou 
a, par glissement. L'existence simultanée de 4, 3, 4, implique 
l'existence des centres d’inversion I, d', àda distance { : 2.de l'axe, 
7:2 du plan de glissement. On a I] =. | 


TN PP PE TO CORRE TORRES PE VTT NE VE 


NT RAC 
SN ER NE AU) 
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Soit 9- la translation fondamentale parallèle à l'axe; appliquée 
au point 4, elle donne #,. L'existence simultanée dead a" 
implique l'existence des centres [,, [:; les distances égales IT 

UE] 


l'I, valent +. 

En définitive les centres sont aux nœuds d’un réseau rectan- 
gulaire plan tracé dans le tableau sur les translations { et = 

Lil va de soi que les centres multiplient les axes et les plans dec 
glissement; les axes sont équidistants de #, les plans sont équi- 
distants de +. Cela revient à dire qu’il existe une translation 


horizontale 2=, 


Groupes généraux (space groups). 


156. Notations et tableau des groupes généraux. 


Un groupe d'une classe est noté comme cette classe avec un 
numéro d'ordre. Ainsi les 6 groupes qui jouissent de l’holoédrie 
du système rhomboédrique sont notés : 3Dc.1, 3Dc.2, 3Di.6. 

Le tableau des groupes précisera dans l’ensemble la position 


des exemples étudiés. 


, Hémi. paramorphe 


Tétar. sphénoïdale 


TABLEAU DES DEUX CENT TRENTE GROUPES GÉNÉRAUX 
DE DÉPLACEMENTS 


I. Système cubique (36). 
Le 


Holoédrie Re 
Hémi. énantiomorphe 

Hémi. hémimorphe 

Hémi. paramorphe 
Tétartoédrie. 


> 


RT 1 D D © 


le 


D © D & 
= ND ND D & 
ND D b D 


Je Système hexagonal (27). 


Holoédrie PE AAANE 
Hémi. énantiomorphe Fe 
Hémi. hémimorphe 


Tétartoédrie 
Hémi. sphénoïdale 


se À OO D EE oO 


III. Système rhomboédrique (25). 


Holoédrie Fe: C 
Hémi. énantiomorphe 
Hémi. hémimorphe 
Hémi. paramorphe 
Tétartoédrie 


D D © 1 © 


4 
6 
4 
1 
3 


= L& À À N 
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IV. Système quaternaire (68). 


AD: Holoédrie 40 LA 20 
4D Hémi. énantiomorphe 8 2 10 
4e Hémi. hémimorphe 8 4 123 
4Ci  Hémi. paramorphe 4 2 6 
AC Tétartoédrie 4 2 6 
Ad Hémi. sphénoïdale 8 a 12 
AC Tétar. sphénoïdale 1 1 2 
V. Système orthorhombique (59). des 
2D: Holoédrie RU EE DE 7 MR PE RAS 
2D Hémi. énantiomorphe ‘4 PIE ST 2 4 
2e  Hémi. hémimorphe 10 7 2 3 | 22 
VI. Système clinorhombique (13). 
2Ci Holoédrie AS: pm po 6 
2C . Hémi. hémimorphe 2 1 3 
20 Hémiédrie 2 2 4 


VIT. Système triclinique. 
1Cc Holoédrie Fer 
1C  Hémiédrie 1 
Total : 36 + 27 +25 + 68 + 59 + 13 + 2939 


157. Groupes du système triclinique. 
1°. — GROUPE HÉMIÈDRE 1C.1. 
IL est caractérisé par trois translations quelconques représentées 
par le réseau l,. Elles peuvent avoir entre elles les relations 


_ qu'on voudra, en particulier être égales et rectangulaires, sans 


qu'on sorte du système téiclinique, à la condition de prendre un 
VF aussi volumineux que la maille du réseau. 


Un milieu triclinique peut avoir un réseau cubique sans cesser 


d’être triclinique, si le remplissage de la maille est dénué de 


symétrie; elle devient le VF. 
Autrement dit, une classe peut être associée à plusieurs grou- 
pes de translations sans fournir plusieurs groupes distincts : en 


_eflet les groupes se classent d’après le nombre des Opérations 


distinctes. Dans le groupe 1C.1 les opérations sont au nombre 
de trois (translations). : 


2. — GROUPE HoLoËpre 1C5.1. 
Il possède 3 translations et une inversion. 
Partons du centre d’inversion C; appliquons les translations : 


nous obtenons des centres à tous les nœuds du réseau représen- 
tatif des translations. 


Soit a la projection d’un point sur le tableau. 
\ 


"I NAT EL EN I ET CT VS Ve PE EC NI CIS COPIE P PTT UE 


at tas Dot 
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On a symboliquement : 
RADET RS ë A Ati À, ri ds = Fe PS 


_ La coexistence de & et de a, implique l'existence du centre c; : 4 
celle de & et de a, implique l'existence du centre c,; celle de& : 
. et de a, implique l'existence du centre +. Bref il existe des centres 

aux nœuds d’un réseau de translations =, et -,. 

_ Le raisonnement vaut pour la translation 2+.. 


C, 5 (02 C, 


Fig. 180. 


La distance de deux centres quelconques I, |”, est représentée 
par la somme géométrique : : : 
u Ee, EM Rnt FPS; 
mn, n, p, Sont-des entiers; %,, Ty Ts sont les demi-translations 
_ fondamentales. 
Le produit de deux inversions est une translation égale au 
_ double de la distance des centres. D'où : Re ; 


: + L.1'—2{m<,+ ne, + pr). Peer ; 


Cette translation est la somme géométrique des multiples des 
translations fondamentales : il y a restitution du milieu. 

> VOLUME FONDAMENTAL. ” 

Dans le plan OXY nous pouvons choisir arbitrairement un 3 

profil : son pourtour doit passer par tous les centres ($ 142); 
_ l'aire qu’il limite doit être moitié de celle du parallélogramme 
fondamental; il doit enfin satisfaire aux translations et aux inver- 
sions. La figure ombrée 1 est une des solutions possibles. 

La translation 277, amène 1 sur 2, 2’, 2”,...; la translation 
2m, amène 1 sur 3, 3°... | : 
Le centre C! amène 1 sur 6; le centre C’ amène 1 sur 5; le 
centre C amène 1 sur 4. | 
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Les centres sont bien aux milieux de toutes les droites qui 
joignent deux nœuds quelconques du plan réticulaire. 

Le plan XOY n’admet aucune autre opération. se 

Dans le plan XOZ (translation 2+.), nous pouvons choisir arbi- 
trairement le pourtour du VF, sous les conditions ci-dessus 
énoncées; l'aire ombrée est une solution possible. 

En effet une inversion quelconque transforme le plan XOY en 


“a 


aT, 


X 


Groupe général 0! 
Fig. 181. 


un plan parallèle, par suite elle transforme les figures du plan 
en figures situées dans des plans parallèles. Aucun point du 
pourtour choisi dans le plan XOY ne peut venir coïncider avec 
les points du pourtour choisi dans le plan XOZ, sauf les points: 
dés ârétes parallèles à OX qui doivent être communs aux deux 
pourtours. Donc les pourtours sont indépendants. 

-3°. — EXPRESSIONS ANALYTIQUES. 

Le groupe 1C.1 ne contient qu’un point homologue xyz; nous 
sous-entendons toujours qu’on n'utilise pas les translations fon- 
damentales ; en fait il existe une infinité de points homologues 
(équivalents) de coordonnées (x + m)(y + n)(z+4+2), où m, n, p, 
sont des entièrs. Les coordonnées sont numériques (exprimées 
en fonction des translations). S 

Plaçons un des centres à l’origine des coordonnées; le groupe 
1C£.1 contient les deux points homologues : 


LYZs XYZ. : 
Corrélativement le VF du groupe 1C.1 égale le VC, ou, ce 


qui revient au même, le volume Q de la maille du réseau cons- 
truit sur les translations fondamentales 25,, 2, 2#.. 
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Le VF du groupe 1Oi.1 égale Q :2. ISi le point n’est pas quel- 
conque, il peut n’exister qu’un point homologue, en ce sens qu’à 
partir du premier point le centre d’inversion ne donne rien de 
nouveau : tous les points homologues sont obtenus en utilisant 
seulement les translations. 

[1 en est ainsi quand le point est à l’origine des coordonnées 
(000), au centre de la maille (55o) [pour abréger je pose 5s—1:2, 
5 —1:4|, aux milieux des côtés (005, 050, 500), aux milieux des 
faces (Oo, 500, oa0). Ainsi pour ces huit positions, il n'existe 
qu’un homologue dans la maille; tous les points homologues du 
milieu s’en déduisent au moyen des translations. 

Prenons æyz, #ÿz, comme coordonnées numériques. 

La figure 182 montre que le point P (æyz) étant dans la maille 


Z 


Fig. 182. 


{æ@<i, y<1, 3<1), le point F (xÿz) est hors de la maille. Si 
nous appliquons au point P'des translations admissibles, ses coor- 
données numériques deviennent (m—x) (n—y)(p—2), où m,n,p 
sont des entiers quelconques. En particulier il existe un point P? 
qui peut remplacer P’, dontles coordonnées sont : 


Go t-ypshe 
il est dans la maille. 
- Transportons l’origine des coordonnées au centre de la maille ; 
les coordonnées : en 


P  æyz pd xA—ptli—2) 
deviennent (x —0)(y —5)(z—5) (o—#)(o—y}(o—2). 


NONS 4, puis 4, : on doit avoir aa, — 2x. 


EN 
Sr 
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- Les points P et P' sont donc symétriques par rapport à [a nou- 
velle origine; le centre de la maille est centre de symétrie : ce 
que nous savons déjà. 


Il est clair que nous obtenons les positions où le point homo- 
logue est unique, en cherchant dans quel cas la solution générale : 
é TYZ : EYZ, 
donne deux points équivalents au sens précisé. :. 
Il'est ainsi pour x—7y—z—0, d’où le point 000. 
Faisons x—y—0, z—56: les deux points ont les coordonnées : 
005 005: + 
mais nous.avons le droit d'ajouter un entier positif ou négatit à 
l’une quelconque des coordonnées. On a donc symboliquement : 


006 — 00 (1 — 5) — 005. 
Et ainsi de suite. F 


158. Groupes clinorhombiques 2c.n. : 
Au nombre de 4 ils contiennent des miroirs parallèles S'et les 
translations représentées par l’un des réseaux F,, (prisme droit à 


base parallélogramme), T°, (prisme droit à base parallélogramme 
centré) : 


LI 


réseau J, groupes 2c.1 2c.2 
réseau [", 26.3 2c.4. 
1°. — RésEau l'.. 


Les translations sont 25 dr, quelconques:dans un plan, 2-. 
suivant la normale à ce plan. 


Les miroirs ordinaires S ou de glissement sS (t), nécessairement 
normaux à la translation 2:,, sont équidistants de -.. 


En effet le produit de deux réflexions donne une figure con- 


a a 


Miroirs de 
! glissement 


5 2 De 

Miroirs ordinaires pe : ÿ 
27. : 
Fig. 183. 


gruente qu'on doit retrouver au moyen de la translation 2-,: ce’ 
n’est possible que si la distance dés miroirs est. 
Multiplions le point a par deux miroirs consécutifs; nous obte- 


Le translation. parallèle aux miroirs ayant l'expression générale. 
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2mz, + 2n=, et deux réflexions valant une translation, le glisse- 
- ment { des miroirs S(t) est mx, + n<,, en particulier 0, <,, 22, 5, +. 
Les miroirs sont tous ordinaires ou tous de glissement. : 
En effet si le premier est ordinaire, le second de glissement 
doit avoir l’une des translations 2»=, + 2nr,; ce qui le rend équi- 
valent à un miroir ordinaire : 


S (2m, + 2nr,) 0, 


Si le glissement du premier est m7, + nr, (m et n impairs), le 
second a nécessairement le même glissement. : 
La figure 184 est parallèle à l’une des faces latérales du prisme. 


? 


n 
. 


Groupes Cs et CS 
Fig. 184. 


Comme domaine fondamental plan, j'ai pris le rectangle corres- 
pondant, orné d’un dessin qui lui-enlève toute symétrie. 
= Pour 2c.1, on ramène en self-coïncidence par les translations 
2-., 2, ou par les mirages sur tous les plans horizontaux dont 


2%; AT 


les traces sont marquées. Pour 2c.2, on ramène en self-coïncidence, 


par les translations 2-., 2, ou par les mêmes mirages suivis de 
la translation =, Rien n'empêche cette translation d’être *,, ou 
une combinaison de 7, et de=.. Fan 

Les notations de la figure 184 sont celles de Schoenflies. 
= VOLUMÉ FONDAMENTAL. | , 

La maille du réseau représentatif des translations est un prisme 
droit dont l'aire Ÿ de base est égale à l'aire du parallélogramme 


NEA vs RE OA TT 


23% CRISTALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE 


construit sur les translations 2-,, 27, ; la hauteur de la maille est 
2:., son volume Q. Fe 

La coupe du VF par chaque plan parallèle au miroir est quel- 
conque, à la condition que son aire soit Yet que l’on couvre tout 
le plan en lui appliquant les translations 2-, et De ë 

La fig. 184 Dis représente une forme admissible. 

La hauteur du VF est +.; son volume est Q : 2. 

Il se présente sous deux formes énantiomorphes, dont l’en-. 
semble constitue le VC 
de volume Q. 

Pour le groupe 2c.1, 
le VC conserve un plan 
de symétrie; pour le 
groupe 2c.2 le miroir de- 
venant de glissement, le 
VC n’a plus de plan de 
symétrie; ce plan ne sub- 
sistée que pour fournir 
des VF énantiomorphes. 

On voit en quoi ces 
conceptions diffèrent de Fig. 184 bis. 
la Cristallographie de 
Bravais. Pour elle le VC est la maille du réseau, le VF la moitié 
de cette maille coupée par le plan de symétrie. Nous n’obtenons 
ainsi que le groupe 2c.1 et encore avec une détermination pré- 
cise de la forme du VF. Pour la théorie moderne, non seulement 
cette forme est arbitraire (sous les restrictions posées), mais le 
miroir ordinaire peut être de glissement (groupe 2c2:). 

POINTS HOMOLOGUES (fig. 1383). 

GROUPE 2c.1, 

Prenons z—0, pour équation de l’un des miroirs S. 

Les 2 points homologues ont les coordonnées : 


TYZ XYZ. 
Il n’existe qn’un point homologue pour le point initial wv0 (il 
est dans le miroir S) ou pour le point woc (il est dans le miroir S’ 
à la distauce -. de S). En effet son conjugué par rapport à S est : 


UVs—= uv (1 — 5) = uv, 


puisque nous avons le droit d'ajouter un entier quelconque posi- 
tif ou négatif à l’une quelconque des coordonnées sans cesser 
d’avoir un point équivalent. 
GROUPE 2c.2. 
Les 2 points homologues ont les coordonnées : 


ZYZ  (L+c)yz. 
Le glissement s est Supposé parallèle à l’axe des x. 
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Pour aucune position particulière du point initial le nombre 
des points homologues ne se réduit à 1. 
Do RESMAU TL 
La fig. 185 représente le prisme droit centré à base parallélo- 
_ gramme quelconque qui correspond au réseau ou 


Groupe 2€.3 Groupe 2C.3 5 roupere.# 


Les translations fondamentales sont : 


| 2e 2r; one TEE Ge 
En effet on a (les additions sont géométriques) : 
OA =, +7, AB—+, OB—OA + AB. 

Les miroir S et les plans de glissement S (f) sont horizontaux, 
intercalés ; ils forment deux séries d’équidistance r., de manière 
que deux réflexions consécutivesamènent le point O'en B, et qu’une 
figure à laquelle appartient le point O', soit transformée en une 
figure congruente dont le point B est homologue de O”. 

Groupe 2c.3 (notation de Schoenflies Ci). 
le plan OAB. 


Fig. 186. 


La période 2x, contient deux miroirs S en traits pleins (équidis- 
tance =), et deux plans de glissement S(x, +=) en traits inter- 
rompus (même équidistance). 
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On vérifiera les égalités : ré 
De, S?(E)—=2(5, + x + :)); S.S (= 5 + re + 7 


Nous retrouvons les translations définies par le réseau. 

GROUPE 2c.4. | | 

Il est difficile à représenter (les translations se font dans deux 
directions différentes), mais facile à comprendre. : 

Les miroirs sont tous de glissement: équiditants de t:: 2; 118 
forment deux séries S(-,), S(z;). 5 

Ils sont représentés par des lignes interrompues (fig. 185), 
garnies de flèches quand la translation est dans la figure, de 
cercles quand elle est inclinée sur la figure. 

On vérifiera les égalités : 


Sr) +) SG): +5); 
S (se). Ste + re +. 


Nous retrouvons bien les translations fondamentales. 

POINTS HOMOLOGUES. A : 

GROUPE 2c.3. 

Reportons-nous à la fig. 185. Sur l’axe des z la longueur 1 est 
la distance verticale des points aa,; longueur 1:2 est la distance 
verticale des points aa, ou a,a,. : : TS 

Sur l’axe des y la longueur 1 est la distance horizontale des 
points aa,; la longuer 1:2 est la distance horizontale des points 
aa, OÙ 4,4. . 

Prenons le plan moyen S pour plan de référence, :—0; nous 
avons les coordonnées (5—1 : 2) : 


[42 1 ; da, Û VA 
XYZ TUE AGP o)(o 2): (y oo 2e) 
Mais nous avons le droit d’ajouter ou de retrancher un entier 
quelconque à l’une quelconque des coordonnées. Nous pouvons 


donc aussi bien prendre pour coordonnées de 4 points homologues 
(qui ne sont plus tous les précédents) : ; 


tyz XYZ Z(y+c)(z+c)  x(y + o)(5— 2). 
Il peut n’exister que deux points homologues (2=0%< 
uvO, u (0 + o)o. 


GROUPE 2c.A. 
Partons du point a; nous avons les coordonnées (5—1 : 2) : 


XYZ (x +c)yz G+s)y+etz) (x+1)(y +902). 


. Nous pouvons prendre pour coordonnées des 4 points homolo- 
gues (qui. ne sont pas tous les précédents) : Nr 


2Yz  (t+c)y5 (t+c)(y+o)(z4e) (gd o)(5—2) me 
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Les glissements s’effectuent alternativement parallèlement à 
l'axe des x et à l’axe des y. 

Les points homologues des groupes 2c.3, 2c.4, étant au nombre 
de 4, le VF est Le quart du volume Q de la maille. 


159. Groupes clinorhombiques 2C.7. 1 
4°. — Au nombre de 3 ils sont obtenus en associant un axe bi- 
naire aux translations représentées par l’un des réseaux l,, l,'; 
l’une 2x, est dans la direction de l’axe, les deux autres 2:,, 2+, sont 
dans un plan normal. 
Le produit de deux transpositions autour d’axes binaires paral- 
lèle est une translation égale à deux fois la distance des axes et 


| (l | | 


x 


MT S 
I) = 


L 


i 


7 e Axes binaires ordinaires. 
Fig. 188. 
située dans un plan normal, quelle que soit au surplus la transla- 
tion parallèle aux axes (que lés axes soient ordinaires ou hélicoi- 
daux): par suite les traces des axes binaires obtenus à partir de 
l'un d’eux en utilisant les translations 2:,, 4, sont aux nœuds 
| d’un réseau plan de translations +,, *;. 1 
DR RÉSEAU Le 
GroupPE 2C.1. 
Les axes sont tous ordinaires. 
Dans la fig. 188 j'ai pris un parallélogramme comme base du 
VF; son aire s est moitié de l’aire Z définie par Îles translations 
2+,, 2:,; son pourtour passe par les traces des axes binaires. Le 
VF est le prisme droit de base parallélogramme ombrée et de 
hauteur 27, égale à la translation fondamentale verticale; son 
volume est moitié du volume Q de la maille. 
Les coordonnées des deux points homologues sont : 


| XYZ. XYZ 
_ Il peut n’exister qu’un point homologue de coordonnées : 
| OOw oÙu Oou oou;. 


il:se trouve sur l’un des axes binaires. 


\ 
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Groupe 2C.2. 
Les axes binaires, disposés comme pour 2C.1, sont tous héli- 


coïdaux et de translation =. 
La fig. 189 représente ombrée la base d’un VF admissible; 


son aire « égale l'aire Ÿ du parallélogramme construit sur les 


translations 2:,, 2:,. Si l’on considère les axes comme ordinaires, 


2 C.? 


èTt 
$ 
\ 


. Plon z=0 AN 
{K\S 


@ Axes hélicoïdaux ( translslion T,) 
Fig. 189. 


un quelconque d’entre eux transforme la figure 1 en la figure 2; 
mais ils sont hélicoïdaux, par suite la figure 2 correspond au plan 
dont la distance au premier est +. 

Soit Q le volume de la maille; l’aire de base du VF est 2 :2: Ja 
hauteur du VF est =; son volume est Q : 2. 

Les coordonnées des 2 points homologues sont : 

XYZ - XG(z +0) 

Il n’y a pas de réduction possible. 

Le lecteur remarquera {ce qui est fondamental) que les axes 
hélicoïdaux ne créent pas de symétrie au sens usuel du mot: ils 
peuvent donc couper le VF. se 

Ce ne sont que des opérations de déplacement. Le parallélo- 
gramme ombré ne possède aucun élément de symétrie. | 

3°. — RÉSEAU [',. Groupe 2C.3. 

La maille est un prisme droit centré. Pour simplifier prenons 
les translations 2-,, 2:,, comme sur la figure 190. 

Le plan de base admet les translations =, + 
naturellement aussi les translations 2-,, 2+,. 

De plus existent les translations -,+ Ts Th. 

Appelons X l'aire du parallélogramme construit sur les -trans- 


Te —— Tps 
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lations 2+,, 2<,; l’aire fondamentale du plan réticulaire de base 
est 3 :2; comme le prisme est centré et de hauteur 2r., le volume 


de la maille simple est Xr,:2. 


Fig. 190. 


Le VF doit avoir la valeur 27, :4. 

Si sa hauteur est +., son aire de base est 2:4. 

Ceci posé je dis qu’il existe des axes binaires ordinaires et 
-  hélicoïdaux disposés comme sur la figure 191 et que les losanges 


_@ Axes êrhaîres ordinaires 

O Axes Ginaires hélicoideux renslition +. 
Fig. 191. 

limités par des traits pleins peuvent être pris comme base du VF. 


On vérifiera d’abord que leur aire est 2 :4. Ils satisfont aux trans- 
lations +. +, *.—+, égales et parallèles aux demi-diagonales du 
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losange en trait interrompu; enfin la figure est restituée par 
toutes les transpositions autour des axes binaires ordinaires. 

L'emploi successif de deux de ces axes redennent les transla- 
tions 27,, 2: L'emploi successif d’un axe binaire ordinaire et d’un 
axe voisin hélicoïdal à la distance :,:2 donne la translation =, à. 
laquelle il faut ajouter géométriquement la translation -.; d’où la 
translation =, +=. qui appartient au groupe. 

On montrera de même que deux axes voisins à la distance :,: 2 
donne la translation =, + =.. F 

Il faut nécessairement que parmi les axes il en subsiste d’or- 
dinaires pour couvrir le plan avec les bases des VF dont l'aire & 
est sous-multiple de l'aire fondamentale du réseau. En effet les 
axes hélicoïdaux ne peuvent multiplier l’aire + que dans d’autres 
plans. Nous retrouverons la même proposition dans tous les cas 
analogues: par exemple un axe sénaire ordinaire qui devient 
sénaire hélicoïdal, peut demeurer ternaire ou binaire ordinaire 
pour le remplissage; un axe quaternaire ordinaire qui devient 
hélicoïdal, peut demeurer binaire ordinaire pour le remplissage. 

POINTS HOMOLOGUES. 

Prenons l’axe des y suivant la translation 2z,, l’axe des z sui- 
vant la translation 2,. 

À l’origine des coordonnées passe un axe binaire ordinaire: 
d'autre part la translation +, ++. existe. D'où les coordonnées des 
4 points (5 —1 : 2) : 

_ XYZ XYZ . (y Ho)(z +5) Æ(— y —5)(3 + 0). 

Le lecteur n’oubliera pas que les coordonnées sont numéri- 
ques. 

En ajoutant 1 à la coordonnée y de la dernière expression, nous 
la remplaçons par : L(o—Y)(z + 6). 

Le nombre des points homologues étant 4, le VF est le quart 
du volume Q de la maille. 

Dans les coordonnées générales posons x—7—0; nous obte- 
nons les deux points : 

< Ou Oofu +). 
Faisons  Z—5, : y—0; nous obtenons les deux points : 
oÙu oo (U + c). 


Siu=s, on écrira (4 —5) au lieu de (4 +5) pour ramener les 
points dans la maille. 


160. Groupes monocliniques holoèdres 2C;.». 

Ils s'obtiennent à partir des groupes 2C.n en ajoutant une 
inversion. Comme ces derniers groupes contiennent tous les axes 
binaires compatibles avec les translations fondamentales, l’inver- 
sion ne doit pas les multiplier : les centres d’inversion se trou- 
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vent par suite sur les axes binaires ou à égale distance de deux 
axes de même espèce (ordinaires ou hélicoïdaux), 

1°. — LES CENTRES SE TROUVENT SUR LES AXES, 

On a les trois groupes 2Cr.1, 2C5.2, 2Ci.3, qui correspondent 
respectivement aux groupes 20.1, 2C.2, 2C.3. 

Les nouveaux points sont obtenus en changeant le signe des 
trois coordonnées. - 

Voici les coordonnées des points homologues. 


JOEL: Lys : For XYZ XYZ 

2Ci,2  xyz Fÿ(z+0) TIZ xy(o—2) 

QC r  xys. , Lys æ(y+s)(s+o) Æ(o—y)(s +0) 
TU LUS Æ(s—y)(o—2z) Ms +y)(o—7) 


Ces coordonnées amènent des remarques intéressantes, 
Les deux groupes 2C.1 et 2C.3 possèdent des axes binaires 
ordinaires. Mettre un centre d’inversion en un point de l’un de 


Fig. 192. 


ces axes, revient à mettre un plan de symétrie normal à l'axe et . 
passant par le centre qui est par hypothèse à l’origine des coor- 
données. Effectivement aux points æyz, Æÿz, du groupe 2C.f 
correspondent les points æyZ, Tyz. 

‘ 16 
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De même on vérifiera que les 8 points du groupe 2Cz.3 vont 
par couples dont les coordonnées horizontales sont les mêmes et 
les coordonnées verticales de signes contraires. ist, 

Il n’en est pas de même pour le groupe 2Ci.2 dont tous les: 
axes sont hélicoïdaux. Par transposition et translation de =,, le 
point a (xyz) donne à (#yz), puis à, [rÿ(: +o)]. | 

L'inversion donne le point a, [æy(——:)}. Re 

Or a et a, sont symétriques par rapport au miroir S qui ne 
passe pas par le centre d’inversion. Les miroirs S, S’.…. et les 
centres I, 1”... sont régulièrement intercalés. ; 

Les points à, et 4, sont symétriques par rapport à S’. 

En définitive les trois groupes peuvent être obtenus à partir 
des groupes 2C.», soit par inversion {d’où la notation de 2Cz.n), 
soit par mirage (d’où la notation de Schoenflies CA; k repré- 
sente un miroir horizontal); mais le miroir ne passe pas néces- 
sairement pas le centre d’inversion. à 

2°. — LES CENTRES D’INVERSION SONT A ÉGALES DISTANGES DES AXES 
DE MÊME ESPÈCE. 

Le groupe 2C5.4 dérive de 2C.1; le centre d’inversion a pour 
coordonnées 900 (—1:4). Les deux points : 


£ ÆYZ PATES 


du groupe 2C.A deviennent : 


(o—2)ÿz  (+ays 

En effet le déplacement s’ du centre d’inversion sur l’axe des r 
amène une augmentation 25 —5 de l’x du point transformé. 

Je n’insiste pas sur les coordonnées des groupes 2Cr.5 et 2C:.6 
qui dérivent des groupes 2C.2 et 2C.3; on peut leur donner des 
formes diverses suivant le z qu’on attribue au centre d’inversion. 

Le lecteur vérifiera qu’au lieu de ce centre il revient au même 
d'utiliser un plan de glissement normal aux axes binaires. 


161. Groupes orthorhombiques 2e.n. | 
Le débutant est stupéfait de ce nombre formidable de 230 grou- 
pes; les groupes 2e.7 sont au nombre de 22, Comme ils sont 
simples, montrons sur une douzaine d’où vient ce foisonnement. 
1°. — GROUPES DÉRIVÉS pu Groupe 2C.1 (RÉSEAU [) 
Les opérations se composent de transpositions autour d’axes 
binaires ordinaires dont les traces sont aux sommets de rectangles 
de côtés r,, r,, et de réflexions sur des miroirs ordinaires ou de 
glissement. Plaçons verticalement les axes binaires; les miroirs 
sont verticaux; d’où la notation de Schoenflies M — 28h: Elle 

rappelle l'orientation des miroirs. | 
Les figures 193, 194, 195 sont des projections horizontales: sur 
un plan horizontal elles montrent les traces des axes-êt des 
miroirs. ee Prio 


AE 
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| Sur les miroirs correspondants, j'ai marqué les glissements 
_ qui sont dans le tableau =,,:,, normaux au tableau =,, ou inclinés. 
; st. EP D Ge 

Par définition les glissements sont toujours parallèles aux 
miroirs; sur un miroir parallèle à l’axe des x, le glissement peut 
être ul ou égal à 7,, t, +7. 

L'origine des coordonnées est au sommet supérieur gauche du 
rectangle. 

Je rappelle que par réflexior sur un miroir parallèle à l’axe des 
y et situé à la distance £ de l'origine, le point xyz devient 
| (26—x) yz; la distance’£ étant 0 ou 1: Fe 2€ vaut 0 ou o—1 : 2. 
D  Méme proposition mutalis mutandis pour un miroir parallèle à 
l'axe des y. 

À partir du point xyz, l'axe” binaire donne le point #yz; ces 
points sont multipliés comme suit par les miroirs. 
Ê GROUPE 2e.1. é 
| LYZ ge XYZ LUZ. 
. : GROUPE 2e.3. | 
Aux z des deux derniers points du groupe 2e.1 nous devons 
D ajouter c : 
È LUZ > Lys Az to) Ne AY(z Lo). 
GROUPE 2e.4. 
Le miroir dont la trace est verticale, étant ordinaire, nous 
S- 1 : 
4 281 2 23 
5 is 9 


Les axes binaires sont ordinaires. 
Fig. 193. 


devons changer le signe de l’x des 2 premiers points et ajouter c : 


xyz 42. (o—x)yz (o+x)yz. 


Il revient au même de changer le signe de la coordonnée x et 
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d'ajouter 5 à la coordonnée £; en particulier xyz devient 
(« +)ÿ3; ce qui prouve l'existence des plans de glissement +.. 
GrourE 2e.6. 
Aux z des deux derniers points du groupe précédent il faut 
ajouter 5 : 


ZYyz  Æÿz (s—x)y(s+z) (o+x)ÿ(s +2). 


On vérifiera qu’il existe des plans de glissement r,+:.. 
Groupe 2e.8. 
Aux y des deux derniers points du groupe 2e.4 il faut ajouter s : 


aus 492 (—)6+y)z (+a2)(o—y)z 


225 


2 0.7 


Les axes binaires sont hélicoïdaux 
Fig. 194. 


Groupe 2e.10,. 
Aux 3 des deux points du groupe précédent il faut ajouter s : 
ayt 292 (e—2)e+y)6+z) (o+2)(—g)o+a). 
2. — GROUPES DÉRIVÉS DU GROUPE 2C.2 (RÉSEAU si 
Les axes binaires sont hélicoiïdaux (translation ts); nous parti= 
rons toujours des deux points : 
XYZ  Æÿ(z+6). 


La figure 194 donne les miroirs et leurs glissements. 
GROUPE 2e.2, 


Les points homologues sont : 


TYz  Aÿ(z+Ho) 12  Fy(2 +0) 
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Nous utilisons le plan xz qui est un miroir ordinaire; des 
coordonnées résulte que le plan yz est de glissement =. ou cs: il 
faut changer le signe de la coordonnée E et ajouter s à la coor- 
donnée t. 

GrouPE 2e.5. 

Utilisons le plan des x; il faut changer le signe des x et ajou- 

ter s aux E : 


xyz Æÿ(zte) (r+oÿz (c—xy(z +o). 


De là résulte l'existence d’une série de plan =. (sur la figure 2e.5 
remplacer -, par +.): pour obtenir le conjugué il faut conserver », 
et changer & ens—5%, (en oc+t. < 

Par exemple xyz devient (5 —x)7y(z +0). 

Groupe 2e.7. é 

Les coordonnées sont : 


æyz . Xÿ(z+o) (s—x)yz (c+x)ÿ{z +). 


Groupe 2e.9. 
Utilisons le plan =, + +.; il faut remplacer € par «—#, etajouter 
« aux coordonnées » et € : à 


aus Æj@+s) (e—ac+y)lt+a (+a(e—2s 


Il revient au même de consérver z, de remplacer x par 5 —": 
enfin d'ajouter s à £, ce qui utilise le plan +. 

Par exemple xyz devient (3+x)(o—%7)z. 

REMARQUE. 

Ces vérifications sont élémentaires. La découverte des cas pos- 
sibles semble difficile : c'est une pure affaire de patience. 

D'abord les miroirs ou plans de glissement sont nécessaire- 
ment parallèles aux plans des x: ou des yz : ne devant pas mul- 
tiplier les axes binaires, ils passent par ces axes ou sont à égales 
distances de deux rangées. - 

-Partons d’un plan parallèle au plan xz; son équation est 7 0 
ou y—5; ses translations sont 0,-,ou,+7. Reste à prendre 
successivement toutes les combinaisons et à retenir celles qui 
donnent quelque chose de distinct. La position et le glissement 
des plans parallèles à yz s'ensuivent. 

Au lieu d’utiliser les coordonnées, on peut faire des figures 
montrant la génération des points, ce qui revient exactèment 
au même: le lecteur procédera ainsi comme exercice. 

Schoenflies et Hilton utilisent les symboles des opérations; en 
un sens plus élégant, cela cache l'évidence. 

9°. — GROUPES DÉRIVÉS DU RÉSEAU [. À 

La maille est un prisme droit à basè rhombe;: les traces des 
axes binaires sont comme sur la fig. 195. 


LORS | 
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GrouPE 2e.11. me 
Nous avons d’abord les 4 points du groupe 2e.1; on retombe 
en effet sur ce groupe si l’on supprime les axes intercalés : 


LYZ XYZ. XYZ  TYZ. 


Pour obtenir les 4 autres points, il faut utiliser un des plans 


Axes 


ordinaires 


ordineires 


Axes 
helicoïdaux 


Tz 


Fig. 195. 


de glissement -, ou + Prenons :,; £ devient ç—#, n devient 
5 +, 6 Se conserve; d’où : ee 


Ga ty): (+a(o—y)s (o—a)(o—y)z (+ æ)(e + pe. 
Groupe 2e,13. 
Nous avons d’abord les 4 points groupe 2e.3 : 


XYZ XYZ  AY(5HZ) Ey(o+2). 


Pour obtenir les 4 autres, il faut utiliser 
sement. Pour.le plan :1 +. 
devient £{ +5 : 


un des plans de glis- 


£ devient 5 —E, » devient n+o, 


\ 
> 
Ê 
he 
4 


1 
mA 
; 
$ 
< 
* 


: (GROUPES JNFINIS "1. ou? 
(2 y +c)(z+e (+a(—yi(s +2) 
(o—æ)(a—y)z -(+æ)(s+y)z 

Groupe 2e.12. 
Les axes sont hélicoïdaux. 
Nous avons d’abord les 4 points du groupe 2e.2.. 
Æyze Ayo te). æÿz Tyls+2). 
Utilisons le plan =,. Il faut remplacer & par £ +, par o—"; il 
faut conserver la coordonnée £; d’où : - ne 
(+n(é—y)s (o—x(+y)(o +2). 
(G+a(o+y)z (s—x{o—y)(o+s) 
Il existe neuf groupes qui dérivent des réseaux TY et ésjene 
puis insister. : 


162. Groupes orthorhombiques énantiomorphes 2D.». 
4°. — Au nombre de 9 je les passe tous en revue en raison de 
leur importance. Il s’agit de combiner des axes binaires ordinai- 
res ou hélicoïdaux, formant des séries respectivement parallèles 
à trois axes de coordonnées trirectangles. 
Les translations fondamentales suivantles axes sont différentes; 
: représente la demi-translation, s le quart de la translation. 
Quand les axes sont hélicoïdaux, ils sont liés à la translation 5 
qui leur est parallèle. | | 
Les axes d’une même série sont équidistants de la demi-trans- 
lation qui leur est normale, deux transpositions autour d’axes 
voisins devant produire la translation fondamentale 25—1. 
Ces groupes sont notés par Schoenflies V,, par Hilton Q,. 
4°. — GROUPES DÉRIVÉS DU RÉSEAU Î (PRISME DROIT A BASE 
RECTANGLE ). - 
Groupe 2D.f. 
Les axes sont binaires ordinaires et se coupent. 
L’axe Oz transforme le point xyz en Ty. 
L’axe Or transforme le point xyz en xy%, le point 47: en xyz. 
L'axe Oy transforme le point xyz en Xy7, le point 7yz en xyz. 
D'où en tout les 4 points : 
: ayz (4YZ  TYz, ÆYZ. 
Par suite donner l’axe Ox et l’axe Oz revient à donner par 
surcroît l’axe Oy. - AE 
Groupe 2D.2. 
Par l'origine des coordonnées faisons passer l’axe Oxordinaire, 
l'axe Oz hélicoïdai. | 
L’axe ordinaire O:r transforme le point xyz en xy7. 
L'axe hélicoidal Oz transforme le: point xyz en Æÿ(s + o); il 
transforme le point xÿz en Æy(s + 2). D'où les 4 points : 
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XYZ XYZ Xÿ(zHo) ÆXy(o—2) 
Comparons les coordonnées de deux points de même 7 : 
TYyz  Ty(o—z) Où xYZ : Eÿ(z +0): 

Les coordonnées x sont égales et de signes contraires; la 
somme des z est 5. Il existe donc un axe binaire ordinaire paral- 
lèle à Oy et de niveau 5:2—5". Ce que représente la figure 2D.2. 

GrouPre 2D.3. 3 

Par l'origine passe un axe binaire ordinaire Oz qui transforme 
le point xyz en æÿz. 

2D.1 2D.2 
[e) Ca EL Le) ne. 


Reseau TI, prisme droit à base rectangle 
Fig. 196. 


Admettons l'existence d’un axe binaire hélicoïdal parallèle à 
Oy et à la distance :’ de l’origine. | 
À partir des points précédents il donne les points : 


(G—x)(y+6)2  (o+æ)(s—y)2. 
D’où les 4 points : ; 
XYZ AG  (o—x)(y +o)z. (sc +x)(e—y)z. 


Je dis que de là résulte l'existence d’un axe binaîre hélicoïdal 
parallèle à Ox et à la distance : de l'origine. 
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En effet il transforme le point xyz en (t+c(s—7)z, le 
point #ÿz en (o—x) (5 + y)Z. 

Nous retrouvons les deux points déjà obtenus. 

GrouPE 2D.4. 

Admettons lexistence dans un axe hélicoïdal parallèle à O: 
dont la trace sur xy a les coordonnées numériques 60. 

Il transforme le point xyz dans le point (5 —x)ÿ(: +0). 

Admettons l'existence d’un axe hélicoïdal parallèle à Ox dont 
la trace sur yz a les coordonnées 0. Il transforme le point xyz 
en (r+o)(5—y)z, le point(s—x)ÿ(:+56) en Æ(o + y)(3—2). 

D'où les 4 points : 


2y5. (—ap(o+s (tan +2). 

De là résulte l’existence d’un axe hélicoïdal parallèle à Oy et 
dont la trace sur xz a les coordonnées 06’. En particulier il trans- 
forme le point xyz en Æ(o + y)(s—:=) qui est un des points déjà 
obtenus. Même vérification pour les autres points. 


2°. — GROUPES DÉRIVÉS DU RÉSEAU Î (PRISME DROIT A BASE 
RHOMBE). 


Groupe 2D.5. 

Il dérive du groupe 2D.2 par adjonction de la translation =, +7,; 

_en effet quand on utilise des axes rectangulaires de translations 

2-,, 2,, le passage du réseau I’, au réseau l', centre le rectangle 
de base. Les 8 points homologues sont donc : 


RUE LUE A LUN EN AU (ea 2) 
(t+o)(y +o)z (x+o)(o—y)5 : (c—x)(5—y)(s +2) 
— #(s+ y) —2) 
Les axes ordinaires-et hélicoïdaux sont d'abord ceux du groupe 
2D.2 auxquels s'ajoutent ceux que représente la figure 2D.5. 


Par exemple l’axe hélicoïdal parallèle à Oz et dont la trace sur 
æy a les coordonnées 5’ transforme les points : 


Hyz en (o—x)(5 —y)(z + 0) 
25 on  (—#s+ylo—2) 
et ainsi de suite, points qui sont parmi les 8 points ci-dessus 
trouvés. 
Groure 2D.6. 
Il dérive du groupe 2D.1 par adjonction de la translation 
CS cho 
D'où les 8 points 
XYZ XYZ AYZ XYZ 
(œ@+o(yte)z (r+olls—yz (o—r(s—y)z. (x) + y). 
_ Les axes ordinaires et hélicoïddux sont d’abord ceux du groupe 
9D.1 auxquels s'ajoutent ceux que représente la figure 2D.6, 


"Ye. 


€ 


NPALS 


SE ERRT ORS NN ANRT MATE PO URET ES PRE OR PO MU P 


Fe 


ÉFMPES TP 


‘3 


ES 
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En particulier l’axe ordinaire parallèle à Oz et dont la trace 
sur «y à les coordonnées ‘';', transforme les points :: 


rye en 2) 6—y)3 
xy2 en (o—x)(5s + Yy)Z 


et ainsi de suite, points qui sont parmi les 8 points ci-dessus 
trouvés. 


Fig. 197. 


90 ” » La es " 
3°. — GROUPE DÉRIVÉ DU RÉSEAU l” (PRISME DROIT À BASE REC- 


TANGLE, FACES CENTRÉES). 


Le groupe unique est noté 2D.7.. = 
Puisque les faces sont centrées, il existe des translations 


Tr 1 Ty Tzo Ts TT Vre 
Han sta ss 


Par l’origine des coordonnées faisons passer des axes ordi- 


naires dirigés suivant les axes de coordonnées. 


Nous obtenons les 4 points du groupe 2D.1 : 


XYZ _ AYZ : XYZ . LUZ, 


Z 
obtenus à partir du premier en conservant l’une des coordonnées 
et en changeant le signe des 2 autres. 


Pour obtenir les 12 autres points, il faut ajouter s à deux quel- 


conques des coordonnées. D’où : . 


+ ENMECE 


EE à ae ME DA Pr Sn A UNE de Stuée Le 
{L DE à S EE ‘ ! n ve) 
GROUPES INFINIS À 251 


(œ+o)ly+o)z (+62 (—ad(6+y)2 (—x)(s—y)3, 


(G+o)yo+z) (œHo)ÿ(o—z) (s—myls—z) (—x)ÿ( +2), 


: Co af à : _ UT = 52 £ _ 
H(yo)(a to) He pe) XG+y)(o—2) Foy) +2) 

En raison de l'existence des translations 2:,, 21,, 2r., les traces 
des axes binaires ordinaires sur chaque plan coordonné sont aux 
sommets dés mailles planes rectangulaires du réseau construit 
sur les translations +,, 5}, 7. | 

Il existe des axes binaires hélicoïdaux dont les traces sont au 
milieu des côtés des rectangles précédents: 

Par exemple il existe un axe binaire hélicoïdal de translation 
5, parallèle à l'axe des z et dont la trace sur le plan xy a les coor- 
données 50. Il transforme le point Ent dans le point (25 —£) ñ(£+ 0) 
ou encore (5—E)"(t+ 0). 

Le point xyz devient  (o—x)ÿ(z+ 0); 

le point xÿz devient (s—x)y(s—2); 
et ainsi de suite. On vérifiera que les points ainsi transformés 
appartiennent au tableau. 

Particularisons les coordonnées. 


On trouve qu’il existe des groupes de 4 points homologues de 
coordonnées (5—1:2,5 —1:4): : 


000 oo) 506 (ee) (1) 
500 050 005 009 É (2) 
slot: Vo Bodo! Boo 36 30 30/0 _(3) 
'o 35  _s'3co oo Bo 30/30 : (4 


Faisons x—y—z—0; les quatre lignes du premier tableau 
donnent respectivement les points (1). 

Faisons 2—=5,,ÿ—2z—0. r- 

La première ligne du premier tableau devient. 


500 600 500 500. 


Mais comme nous avons le droit d’ajouter l’unité à une coor- 


donnée, ces quatre points n'en font qu’un dans la maille. 


La seconde ligne du tableau donne : 
| 0 120 DO. O0 | . 


_ qui sont le même point aux translations fondamentales près: . 


Et ainsi de suite. | - 

40. __— GROUPES DÉRIVÉS DU RÉSEAU [” (PRISME DROIT A BASE 
RECTANGLE CENTRÉ). 

Groupe 2D.8. c nie 

IL dérive du groupe 2D.1 par adjonction de la translation 
+5) + ce qui revient. à ajouter s'aux trois coordonnées. 


: 
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D'où les 8 points : 
XYZ XYZ XYZ XYZ. 
@+c)(g+s)(z+e) (r+o)(o—y)(o—z) (—x)(—y)(5 +2) 
(s—x)(e + y)(s —2). 


La distribution des axes est donnée par la figure 2D.8. 
En particulier l'axe hélicoïdal parallèle à Oz et dont la trace 
sur le plan xy a les coordonnées 5°’, transforme les points : 


XYZ en (GG —x)(o—y)(z +0) 
LYE : en (— x) (5 + y)(5 — 2) 


et ainsi de suite. 
Ces points appartiennent aux points ci-dessus trouvés. 
Faisons x—7y—z—0, nous obtenons les points : 


000 555; 


le second point est le centre de la maille. 
Groupe 2D.9. 
Il dérive de 2D.4 par l’adjonction de la translation +, + Ty À Ta 
D'où les 8 points : | 


Ye (o—d)ÿ6e+2) (+a)6—yz E6+y)—2 
13 XY (s — 2) (5 —x) YZe 


G+s)y+oz+e) (o—y) 
Aux axes tous hélicoïidaux du groupe 2D.4, il faut ajouter les 
axes tous ordinaires que représente la figure 2D.9. 
En particulier l'axe parallèle à Oz dont la trace sur «y a les 
coordonnées 05’, transforme les points : 


XYZ “en Æ(s—Yy)z, 
(—x)ÿ(s+z) en G+x)(s+y)(s +2), 
(s+x)(s—7y)z en (o— x) yz, 


et ainsi de suite. 

5°. — Les groupes 2e.n et 2D.n dont la génération est très sim- 
ple, montrent mieux que tous les raisonnements en quel sens les 
groupes généraux sont isomorphés des groupes finis (2e, 2D) 
Correspondants. Les opérations sont les mêmes; mais on ajoute 
des translations sous forme d’axes hélicoïdaux et de plans de 
glissement. La multiplicité des groupes généraux tient au grand 
nombre de manières d'imposer les translations sous-multiples 
des translations fondamentales: dans le cas précédent Le sous- 
multiple est 1 :2. 

163. Groupes orthorhombiques holoèdres 2Di.n. 

1°. — Les groupes holoëdres orthorhombiques sont au nombre 
de 28. Je prends comme exemple le groupe 2D;i.16, qui se déduit 
du groupe 2D.4 par adjonction d’une inversion (fig. 198). 
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Plaçons le centre C, au point de coordonnées 550, par consé- 
quent dans le plan æy et sur l’axe hélicoïdal L. ; 

Le point xyz donne un point (s—x)(s—)3. 

Opérant de même sur les trois autres points du groupe 2D.4, 
on obtient les 8 points : 


æyz (C+Ho)(o—y)z Æ(yHaol(o—23) (5—x)Y(s +2) 
G—x)(—y)Z y (s+æÿlo+z) ‘x(s+y)s—z). 


Comme homologues du point ©, (55/0), on trouve : 


5'9' . 85'7/0 5 330 30 350. (1) 
Dans le plan æy la moitié seulement des axes L portent des 
À (e) À O 
| œ 
+ 
| ( 
Ce L c 
Tr ee 1—————--- eo > 


Le ù Ÿ ; 
a ——— à O 

| 
| 
| 

| L c, 

et 0e -—-———-—-—- = 2 e-> 

ei | 
‘a | 
ve 
l ] 


Fig. 198. 


centres C, : dans le plan à la distance s du plan xy, c'est l’autre 
moitié des axes L qui porte des centres GC. 

Les plans normaux au tableau qui passent.par les axes L', sont 
des miroirs. En effet les 8 points se groupent par deux; dans 
chaque groupe les coordonnées yz restent les mêmes; la coor- 
donnée x change de signe. Voici deux des groupes : 


XYZ, XYZ; (x + o)(o— y)z (o—x)(o— y). 

Les plans normaux aux axes L', équidistants de s et dont l’un 
passe par l’origine des coordonnées, sont de glissement et de 
translations s parallèlement aux axes des x et des z. Cela revient 
à dire qu’à un point xyz correspond un point (x +5)y(: +5). Les 
8 points se groupent par couples qui satisfont à cette condition. 
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Les plans parallèles au tableau qui passent par les axes L’ sont 
des plans de glissement de translation + parallèlement à l'axe de 
y. Le premier plan étant à ladistance 7 du plan xy, le z d’un point 
devient s—z; son x ne change pas; à son y il faut ajouter c. 

Le point xyz donne le point æ{y + 5)(+—z). 
Les 6 autres points se groupent de même par couples. 


Ars QU 


É En définitive le groupe 2D:.16 contient trois séries d’axes héli- 
À coiïdaux, deux séries de centres, une série de miroirs, deux séries 
É de plans de glissement. À À 

4 RÉDUCTION DU NOMBRE DES POINTS HOMOLOGUES. 

4 Ils se réduisent à 4 de trois manières : 

Le ! : à 

» 59 0 300 330 9 : 5'3cs (1) 

À Go: 30’ c 35 35 0 5330 (2) 
7  Ouv o(s—u)9 O(u + 5)(5— 0) su(s+v) (3) 

. | 

| 2. — APPLICATION. 


Les sulfates de baryum (barytine), de strontium (célestine), de 
plomb (anglésite) cristallisentsous forme holoëdre dans le système 
orthorhombique. | 

L'analyse par les rayons X les classe dans le groupe 2D:.16. 

La molécule contient M'S‘0'; M est le métal. 

Les positions des atomes du soufre et du métal satisfont à la 

condition (3) avec des 
valeurs différentes de 
u et de »; ils sont par 
couples dans les deux 
miroirs ordinaires que 
contient la translation 
parallèle à l’axe des +. 

James et Wood ad- 
mettent que les 4 ato- 
mes d'oxygène liés à un 
atome de soufre sont 
aux sommets d’un té- 
traèdre régulier dont le 
soufre occupe le cen- 
| | tre. Deux des atomes 
d'oxygène sont donc 
Ÿ Ÿ. dans le miroir (il coïn- 

Fig. 199. cide avec le plan de sy- 

métrie du tétraèdre). 
les deux autres sont de part et d'autre surune normale au miroir, 
à égales distances; les deux premiers sont chacun multipliés 
par 4, les seconds appartiennent à un groupe de 8 : d’où en tout 

16 atomes d’oygène. 


La fig. 199 représente la projection sur le miroir des points 


Fe 


MA 
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homologues «a,a,a,; les points aa, sont dans le tableau qui est 
un miroir; les points &,a, sont dans le miroir quiest en avant ou 
en arrière du tableau à la distance 5. 


164. Groupes quaternaires tétartoèdres de seconde 
espèce. 

Ce sont les groupes dérivés du fameux groupe noté $S, par 
Schoenflies, 4c par Wyckoff. L’axe quaternaire est d’inversion 
après une rotation der: 2, il faut prendre l’inverse du pointobtenu 
par rapport à un centre placé sur l’axe. Sur la fig. 200 on rem- 
placera 2c.1 et 26.2 par 4c.1 et 4c.2. 

4°. — Growre 4c.i [S!]. ; 

Partons du point æyz; la rotation de 7:2 autour de Oz pris pour 


axe quaternaire donne le poin y#z. Plaçons le centre d’inversion 


à l'origine des coordonnées ; il transforme le point 7.r: en ÿxz. 

Opérons sur les coordonnées de ce dernier point comme pré- 
cédemment sur x7yz : il faut échanger les 2 premières coordon- 
nées et changer les signes de la première et de la troisième. 

Le point ÿx: donne 773; 

le point X*yz donne y#z. 

D'où les 4 points : 


LUZ YXZ XYZ YXZ. 


Nous obtenons les mêmes points en faisant les rotations en sens 
inverse. Le point.æyz donne le point ÿxz, d’où par inversion le 
point yxz déjà obtenu. 


. ° > ; L e e + { 
Les translations 2r,, 2r,, quisont égales, multiplient les axes de 


manière que leurs traces sur le plan xy soient aux sommets de 
carrés de côtés X, et 2x, Je dis qu’il existe des axes dont les 
traces centrent ces carrés. En effet transportons l’origine au point 
550; les coordonnées deviennent : 
etats: (e—pe+a)2 (—x)(e—y)z (o+y(e—x). 

Ces quatre points se déduisent les uns des autres en admettant 
que par l’origine des coordonnées passe un axe quaternaire d’in- 
version. 2 

En effet intervertissons les deux premières coordonnées, chan- 
geons les signes de la première et de la troisième; le point : 

to +#)(o + y)z donne le point (—c—)(s +x)z équivalent au 
point (5—%)s+x)z. De même pour les autres. 

On remarquera que les axes quaternaires d’inversion restent 
binaires ordinaires. à 

Je dis qu’il existe d’autres axes binaires ordinaires dont les tra- 
ces sont aux nœuds du réseau plan construit sur les translations 
non occupés par les axes quaternaires. C'est évident puis- 


Tes Ty 


que avec les axes binaires qui coineident avec les axesquaternaires, 
ils reproduisent les translations 2r,, 2r,. , 


Es, 


LEA 
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N. B. Nous utilisons des axes d’inversion. 

Schoenflies préfère les plans alternes : on fait tourner de x:2 
et l’on mire sur un plan normal à l’axe quaternaire. 

Il coïncide avec le plan z—0. 

Le point xyz donne par rotation y?z, puis par mirage y.rz. 


2c.1 2c.2 


2 Ts 


CA , : à ; 
@ Axes qualernaires d'Inversion Axes guaternaires dInversion 
@ Centres mveau0 OCentres niveau o’ 


© Axes binaires hélicordaux translztion d 
Fig. 200. 


© Âxes binaires ordinaires 


Ce point donne par rotation Fyz et par mirage #ÿz; enfin ce 
point donne par rotation ÿxz et par mirage ÿxz. 

Nous retrouvons les 4 points obtenus. 

Pour obtenir la translation 2r. on disposera une série de plans 
parallèles équidistants de +. 

2. — Groupe 4c.2 [S?;. 

Le plus simple est de partir des coordonnées des 8 points équi- 
valents et de chercher la distribution des axes nécessaires pour 
les obtenir. Voici leurs coordonnées : 


XYZ  YXZ XYZ. YXZ 
G+r(sEy)6+2) (o—yo+x(s—2) 
(Cd (6—yp(s+2) (os +y)(o—+)(5—2). 


Les 4 derniers points se déduisent des 4 premiers par la trans- 
lation =, +7, 7., ce qui revient à ajouter sauxtrois coordonnées. 

Les axes sont disposés comme sur la figure 4c.2. 

Les gros points noirs sont les traces d’axes quaternaires d’in- 
version; les centres d’inversion sont dans les plans z—0, 6, 25...; 
il revient au même de dire qu’on utilise des plans alternes de : 
mêmes z. 

Les gros points blancs sont les traces d’axes quaternaires d’in- 
version; les centres d’inversion sont dans les plans z2—5'; 36/, 5°’. 

Les petits points noirs sont des axes binaires de translation &. 

En effet transportons l’origine au point blanc de coordonnées 
500. Les coordonnées des 8 points deviennent : 
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(o + x) YZ (so — y) 203 (s—x) UE (o + Y) TE 
Me+yle ts) JoEalo—) EG—y)6+T Y(e—v)(—2) 


Si le centre d’inversion était dans Le plan = z—0, le point (s + x) yz 
deviendrait y (:+x)z. Si le centre d’inversion est au niveau s’, 
il faut es 3 par ç — 3; nous obtenonsle point ÿ(s + x)(o— 2) 
qui appartient au tableau. 

De même le point (5 —:x)ÿz donnerait le point y (+ —x)3 si le 
centre d’inversion était dans le plan :—0. Comme il est dans le 
. plan :—5, les coordonnées deviennent y(5—+x){s—:) qui appar- 
tiennent au tableau. 

Je dis qu’il existe des axes binaires hélicoïdaux de translation 
s dont les traces sont aux petits points noirs.” 


Soit les deux points : LUZ Ne r)(e—y)( Tara) 
>  Transportons l’origine au point —-— 5", les coordonnées de- 
_ viennent : ! 


('+r(s +y)z (Sr — (35 —y)lo +2). 
De ce dernier point existe un point homologue 
(— 5 —x)(— 5 — y)(z + 5) qu'on déduit du point {s" + x)(s' + %)z 


_ au moyen d’un axe binaire hélicoïdal de translation & 


AL: CE Al Le, lo URSS, 
St 


\ 


165. Groupes tétartoèdres quaternaires 4C.n. 

Les six groupes tétarloèdres quaternaires 40.72 dérivent du 
groupe fini 4C auquel on applique les translations de l’un des ré- 
eaux Le | : 

Bt Réseau L: 

Il est défini par deux translations rectangulaires égales 2:,, 27, 
_ dans le tableau, et par 
- une translation 25. nor- 
male au tableau. | 

: Partons de l'axe qua- 
+ ternaire À; les transla- 
tions fondamentales don- 
- nent les axes A,, À,, À, 
-aux sommets d’un carré. 
En appliquant à ce 
> carré des translations 
2mr,+2nr, nous cou- 
vrons le plan de carrés. 
>  Partons de la figure 
- Aa; tournée de + :2 elle 
vient en Aa,; translatée 
elle vient en À,a,; tour- 
née de r:2 elle vient en 
À ,@3. | Fig. 201. 

L'existence simulta- 


rie re LÉ S Sd 


k 


17 
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née des points a, 4,, implique l’axe binaire D, par suite les axes 
binaires d,, b,, b,. 

L'existence simultanée des points a, a; ou a, &,, implique l’axe 
quaternaire B qui centre le carré. LA 

L'existence d’autres axes entraiînerait des translations incom- 
patibles avec celles qui définissent le système. 

Groupe 4C.1. 

Les axes sont ordinaires. Nous pouvons prendre pour VF (dénué 

de symétrie) le prisme 

4 C.1 droit de hauteur 2r: 


; dont la base est om- 
ee EEE brée; pour lui enlever 


A, 2T, A 


aa 


pour base le triangle 
BA, A, de la fig. 201, ce 
que suppose la fig. 203, 
à gauche. Dans les 2 
cas l’aire « de base du 
volume fondamental 
est le quart de l’aire Y 
du carré AA A,A, cons- 
truit sur les transla- 
tions fondamentales. 

Les points homolo- 
gues ont les coordon- 
nées : 


un Zzigzag. On peut 


aussi bien lui donner 
Axes quaternaires ordinaires 


© Axes Grnaires ordinaires 


Fig. 202 XYZ  YXZ: EYz ‘“YEZ 


En les particularisant 
nous pouvons obtenir un seul point homologue : 


O0ù ou  ssu. 
On en obtient 2 en posantxz—0, y—;: 


Ocu  s0u. 
Groupe 4C.3. 
Nous avons un axe quaternaire hélicoïdal de translation Ta EL 
des translations 27, 2r,; tout se déduit de là. : 


L'axe quaternaire passant par l’origine des coordonnées donne 
les 4 points homologues : 


2ÿz  YX(z2+6) ÆG(z4- 20) YE (+ Bo). 


Simplifions, ce qui revient à ramener les points dans la maille ; 
nous obtenons les coordonnées : 


DYZ YA +0)  Eyz  yrlzt o). (1) 


NOR 
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L'axe quaternaire hélicoïdal reste binaire ordinaire; en effet les’ 


points se g groupent par deux avec les deux premières TOONIES 
changées ee signe. 


‘Fran$portons l'axe des z au point 60; les coordonnées (1) 
deviennent: | 
(Toy —osz (ay) —5)(z +0) 
otre y)z (y—c)(—o—x)(z +0) 


que nous pouvons écrire : 


(= o\y—2 (y —5)(2+ 
ere y)5 —0)—%)(2 +0). 


. LEere ; Te 
POSONS : T6, y"; 


Ens né(zto) Ën2 ms to) (2) 
Comparons à (1) : par le point 550 passe un axe quaternaire 
hélicoïdal qui reste binaire ordinaire. 


Transportons l'axe des z au point 600; les coordonnées devien- 
nent : 


, (ous (o—yrte) (—o—0ys (y—oi(ste 


que nous pouvons écrire : PRES 


H)yss prb to) oo rys (ects te). 

De là résulte que par le point 550 passe un axe binaire. 

En définitive les axes quaternaires sont hélicoïdaux et de trans- 
lation -.; ils restent binaires ordinaires. 

Les axes binaires du groupe précédent subsistent. 

La fig. 203 au milieu suppose qu’on prend pour VF un prisme 


2 


2Tz 


triangulaire tel que ABB, de hauteur :.. be rotation de #:2et 
translation de -., le prisme 1 donne le prisme 3, le prisme 2 ic 
le prisme 4. D'ailleurs 1 et 2, 5 et 4 sont respectivement latrans- 
position l’un de l'autre. 

Groupes 4C.2 ET 40.3. 

Nous avons des translations 2+,, 2, et un axe quaternaire héli- 


IR OT TS 
Gare hr nee 


+ 
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coïdal et de translation -.:2 ou 37. :2, si l’on veut, de translations 
sou 35" (s—1:4). Il est facile de voir qu’on peut lui supposer 
toujours la translation s’avec des rotations de sens inverses. 

Tout se déduit de là (fig. 204). 2 | 

Après simplications les coordonnées des 4 points homologues 
sont, suivant l'hypothèse : 


ay Ja(s te) Aj(H+X) ge(s te) - 
-Dyz : YA(s Edo) Hz + )- YX(z+ 9’). 
En transportant l’axe des z au point 550 ou au point 600, on 


- R=0 >. Z=T,:2 


$ Axes quaternaires 


Âelicoïdeux 7,:2 


e Axes binaires 


Aellcoïidaux +, % a 
“Fig. 204. 


k vérifiera comme plus haut que tous les axes quaternaires sont 
3 hélicoïdaux et de même translation (si l’on veut, de méme rota- 
1 tion avec la translation 5’), qu’ils ne sont plus binaires ordinaires, 
enfin que les axes binaires sont hélicoïdaux et de translation £’. 
S Le lecteur n’oubliera pas la définition d’un axe hélicoïdal: il ne 
| restitue le système que grâce à une rotation suivie ou précédée 
d’une translation : il ne crée pas de symétrie dans un plan qui lui 
| est normal. : 
: L’aire « de base du VF est donc égale à l’aire Z de la maille 
; plane construite sur les translations : nous pouvons prendre 
pour VF un prisme de hauteur -,:2 et dont la base est le carré 
AA,A,4, construit sur les translations. La seule condition à satis- 
faire est en effet qu'après 4 rotations de +:2, chacune suivie ou 
précédée d’une translation -.:2, on ait l'équivalent d’une trans- 
lation 2-.. La fig. 204 montre les phénomènes dans deux plans 
distants de r::2; on passe d’un carré au suivant à l’aide des 
translations 2+, ou 2r, ; les axes binaires sont eux-mêmes hélicoï- 
daux. \ | 
Ainsi bien que le milieu indé/fini conserve des axes quaternai- 
res et binaires, on ne retrouve dans la maille aucune symétrie 
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correspondante. Dans l'hypothèse la plus simple, elle est formée 
de 4 prismes identiques dénués de symétrie, qui sont superposés ei 

_avec rotation de 90° toujours dans le même sens. is (2 
: 90, __ GROUPES DÉRIVÉS DU RÉSEAU [,.. 


Il est à maille centrée : Le point 000 a pour homologue le point 2 
555; plus généralement le point x7yz à pour homologue le point : 
 (x+a)(y+o(z+e) | * 7010 


Groupe 4C.5. "14 

Admettons qu’il existe un axe quaternaire ordinaire passant par | 
l’origine des coordonnées. 

Les coordonnées des points homologues sont : 


De gta tue ce year  (d Éoly-hellsco) 2 | : 
Gr +o(zto) (os —yiotz) (yHoox)(e+s) 2 
En particularisant les coordonnées on obtient : : À 


deux points homologues O0 os(u +5) 
quatre points homologues 


Ou .o0u cO(uts Oos(u+o). 


Dans le cas général nous avons 8 points qui sont 4 par 4à de 
niveaux différents (petits points noirs, petites croix). 
Les axes sont disposés comme sur la figure 205. Soit en dépla- 


CEST AO à 


Groupe k C. 5 


y @ Axes quaternaires ordinares < 
O Axes quaternares hélicoïdeux 


o Axes Linaires helicoidaux 
Fig. 205. 


262 CRISTALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE 


çant l’axe des z, soit au moyen de la figure, on vérifie qu’il existe 
des axes quaternaires hélicoïdaux de translation c (gros points 
blancs) qui restent axes binaires ordinaires; et des axes binaires 
hélicoïdaux (petits points blancs). 


Pour VF nous pouvons prendre un prisme droit de hauteur -.- 


et dont la base est un des triangles de la fig. 205; le VF est le 
huitième de la maille. 
GRouPE 4C.6. - 


Les axes quaternaires, hélicoïdaux et de translation ÿ/, passent 


© Axes guaternaeires helicoïdeux 


© Axes binaires ordinaires 
Fig. 206. 


par les nœuds d’un réseau de translations Ta Ty; ils Sont en nom- 
bre égaux de rotations inverses. Par les centres des carrés pas- 
sent des axes binaires ordinaires. 
Prenons l’origine sur l’un des axes quaternaires. 
On a d’abord les 4 points : 


LYZ  Ja(z+e) Æÿ(z2+ 2%) YF (z +3). 
La translation 5, &, s, existant en vertu de la nature du réseau, 
nous avons les 4 nouveaux points : 
Hd (y +d(z+ 2) y) + 0)(24+ 3) 
G—x)(—y)z (+ y)(a—x)(z +). 


Les niveaux des 8 points sont marqués par un petit point, un 
petit point entouré d’un, de 2, de 3 cercles. 
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La fig. 206 montre que la répartition des axes est bien celle 

que nous avons dite. 

Ces évidences deviennent un véritable casse-tête si l’on veut 
les démontrer en combinant des algorithmes sans faire une 
figure. 

On peut prendre pour VF un prisme droit dont la base Z cons- 
truite sur les translations fondamentales 2-,, 2, et dont la hau- 
teur est +.: 4. Le milieu est ainsi découpé en huit couches qui ne 
diffèrent les unes des autres que par des rotations de r:2 et des 
translations suivant l’une ou l’autre des diagonales inclinées sur 
le tableau. 


166. Groupes hémimorphes quaternaires Ad.n. 

Ces groupes dérivent de la classe 4d de symétrie À 2L 2P”; il 
existe des miroirs parallèles à l'axe quaternaire À qui devient bi- 
naire, et des axes binaires normaux à A. 

Les miroirs ne passent pas par ces axes. 

Il existe 12 groupes 4d.n; étudions les plus simples. Comme 
sous-groupes nous avons les groupes 2D.n où se trouvent asso- 
ciés les axes binaires de toutes les manières possibles. 

De ces groupes, notés ND? par Schoenflies, je n’étudierai 
que les 4 premiers, pour lesquels le réseau est F, (réseau des 
groupes 2D:2). : | 

1°. — Groupe 4d.1. ë 

Les 3 axes binaires ordinaires se coupent à l'origine; ils coïn- 
cident aves les axes de coordonnées (sous-groupe 2D.1). 

Les miroirs passent par Oz et bissectent les angles formés par 
les axes Ox, Oy. 

Aux 4 points du groupe 2D:.1 : 

ŒUYS AE EYz AUX (1) 
il faut associer les 4 points obtenus en échangeant les 2 premières 
coordonnées : 
YAZ YA GAZ CYEZ (2) 

Justifions la notation 4d.1. 

L’axe Oz reste quaternaire, mais il devient d’inversion; le cen- 
tre d’inversion està l’origine des coordonnées. D'où les 4 points : 

Cyz, YXZz XYZ YTEZ (3) 

Les axes binaires sont ordinaires. 

Utilisons l’axe Ox; la première coordonnée est conservée, les 
deux autres changent de signe : 

Xÿz  YEZ XYZ : YXEZ: 

2, — Groupe 4d.2. , 

11 dérive du même groupe 2D.1, mais les plans sont de glisse- 
ment <.. 


Pa NS AS nt cn 
L= 
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D'où les 8 points : 


TUYZ:. AYT LUZ: XYZ 
YX(s +2) -YGr(o—z) Yr(o+2) YyX(s — 2). 
Utilisons le second mode de dérivation. L’axe quaternaire est. 
d’inversion; le centre est de coordonnée z:—;". 
D'où les 4 points (après simplifications) : 


AYz. GAZ) EG Yo). 


Conservons la première coordonnée, chan geons le signe des 
2 autres, ce qui revient à utiliser l’axe binaire ordinaire Ox : 


RUE Es HE) Fyz Yo 2): 

Nous retrouvons les 8 mêmes points. 
9°. — GrouPrE 4d.3. 

Il dérive du groupe 2D.3 pour la disposition des axes. 

Utilisons le second mode de génération. 

L’axe quaternaire d’inversion (centre à l’origine) donne les 4 
points : 

TURC CYAR TT YA 

Utilisons l'axe binaire hélicoïdal parallèle à Oy (translation :) 
Situé dans le plan xy à la distance > de l’origine. 

La coordonnée ; devient (1 +), lacoordonnée devient (s —E); 
la coordonnée { change de signe. D'où les 4 points : 


CPR HIE C+NGFa2 Cie 2 (te 0. 


Nous pouvons aussi bien partir des 4 points du groupe 2D.3 : | 
XYZ ÆYz  (s — x) (s + Y)Z = (6 +x)(o— y)z 
| 


et ajouter un miroir bissecteur des demi-axes positifs Or, Oy et 
de translation =, +-,. Pour obtenir les 4 nouveaux points il faut 
transformer Ex< en (5 + %)(5 + és d'où : + 


(os + y)(o+x)z (c—Ylo—x)z y YXZ. 


Les 8 points ainsi obtenus son 

4%. — Groure 4d.4. 

L’axe quaternaire d’inversion 
points : 


t'identiques aux précédents. 


(centre à l’origine) donne les 4 


LYS VAL. LYz A vyare 


Utilisons l'axe binaire hélicoïdal précédent, mais translaté de 
5’ parallèlement à Oz. La coordonnée £ devient (3—:), la coordon- 
née » devient (r +5), la coordonnée : devient (5 —&); d’où les 4 
nouveaux points : 


(s—x)(5 + y)(5—2) G+HY) (+2 (5 + 
(+x)(s—y)(5—2) G—y)(s—2)(5 + 
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167. Groupes quaternaires paramorphes 4Ci.n. 

Ces groupes montreront ce qu’on entend par sous-groupes et 
comment on dérive les groupes les uns des autres. 

Par hypothèse à l’axe quaternaire ordinaire ou hélicoïdal nous 
ajoutons un miroir normal (horizontal si l’axe est vertical, d’où 
la notation de Schoenflies ACi.n— C';) qui peut être ordinaire ou 
de glissement; cela revient à ajouter un centre d'inversion con- 
venablement placé. es 
_ Comme les groupes 4C.7 contiennent tous les axes admissibles 
pour les translations imposées, il ne faut pas que le centre d’in- 
version multiplie les axes : il faut donc que le centre dont nous 
partons, soit sur un axe quaternaire ou à égales distances de 
deux axes quaternaires. 

Mais cela ne suffit pas : en vertu du $ 145, un groupe 4C.n ne 
peut être multiplié par un centre d’inversion dans les conditions 
posées s’il ne contient pas les axes hélicoïdaux de translation 5° 
par paires de rotations inverses. De là suit que nous ne pouvons 
rien tirer des groupes 4C.2 et 4C.4. 

Restent les groupes 4C.1, 4C.3, 40.5, 40.6. 

20, — GROUPES TIRÉS DE 4C.1. 

Groupe 4Cc.1. 

Le centre d’inversion est sur l'axe quaternaire; par suite il 
existe un miroir ordinaire pris pour plan des xy. Nous obtenons 
les 4 nouveaux points en changeantle signe de z. D'où les 8 points : 


LYZ. YXZ XYZ  YXZ, 
DYZ -  YAZ XYZ: YXZ 


_ Groupe 4Gc.3. 

Mettons le centre d’inversion au point 40 qui se trouve entre 
deux axes quaternaires; il faut donc remplacer £ etn par (5 —6), 
(>—") et changer le signe de £; ce qu'on vérifiera aur une figure. 

D'où les 8 points : | 


2yz : ÿXz XYZ yEZ 
e—a)e—y)z C+y)6—x)z +a)(e+y)z C—y\o+az. 
90 __ GROUPES TIRÉS DE 4C.3. ; 


Groupe 4Ct.2. 
Aux 4 points du groupe EC: 9 


xyz  Gax(zte) #gz  yE(zH:) (1) 
il faut ajouter les 4 points : : 
: xyz. Gab—2 IJZ. yE(s—z). 
- Eneffetona: (—2z—c)—{(o—2) 


Groupe 4Ct.4. 
Il faut remplacer &,1 par (o—E),(5—") et changer le signe de €. 
Aux 4 points (1) il faut ajouter : : 
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(G—a)(s—y)3 (s+y)(o—x)(s—2 
C+r)6+7)2  (—y)(e+æ)(s—2). 

4°. — GROUPE TIRÉ DE 40.5. 

Il a pour notation 4C&.5; le centre d’inversion est sur un axe 
quaternaire ordinaire ou hélicoïdal, Il ne peut être entre deux 
axes quaternaires puisque deux axes voisins sont l’un ordinaire, 
l’autre hélicoïdal. 

On obtient donc les 8 points nouveaux en changeant le signe 
la coordonnée z dans les coordonnées des 8 points qui corres- 
pondent à 4C.5. D'où 16 points homologues: il est inutile de 
récrire leurs coordonnées. + 

9°. — GROUPE TIRÉ DE 4C.6. 

Il a pour notation 4Cx.6. 

Le centre d’inversion ne peut être sur un axe quaternaire 
puisqu’ils sont tous hélicoïdaux. Il est donc àu point 500 ou 050. 


D'où 16 points homologues dont il est inutile d'écrire les coor- 
données. | 


168. Groupes hémimorphes du système quaternaire 4e.n. 
Aux axes du groupe 4C.n on ajoute des miroirs parallèles aux 
axes. Au nombre de 12, je ne peux tous les passer en revue. 
Fixons les idées au moyen des 4 groupes issus du groupe 4C.1. 
1°. — MIROIRS ORDINAIRES. 

Ne devant pas multiplier les axes, les miroirs passent par les 
axes quaternaires (ils vont 4 par 4), où par les axes binaires (ils 
vont 2 par 2). 

GROUPE 4e.i. 

Les miroirs passent par les axes quaternaires. 

Si nous multiplions par le plan Yz, la coordonnée x change de 
signe, la coordonnée y ne change pas. D’où les 8 points : 


TYZ - YXZ. XYZ — yEz (1) 
TY2. YXZ. XYZ | GE (2) 
On obtient les mêmes 4 nouveaux points en prenant pour mi- 


roir le plan xz, ou l’un des deux plans bissecteurs des précédents. 


Pour lun de ces plans il faut échanger les coordonnées yX, ce 
qui donne : : 


VER LUZ. SUEZ EYZ 

à l’ordre près des points ce sont les coordonnées (2). 

GrourE 4e,2, 

Les miroirs passent par les axes binaires. | 

Multiplions par le plan qui coupe les axes x, y, à la distance & 
de l’origine; on vérifie que l’x et l’y d’un point deviennent (s— y) 
et (5 —x). D'où les 8 points homologues : 

TLYZ YXZ TY3 YXZ 

G—y)(o—x)z (a+ x (5 —y)z G+yC+rz (o—x)( +72. 
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Dans les 2 cas précédents il existe des plans de glissement 
(translation parallèle au plan xy). Pour le groupe 4e.l ils passent 
par les axes binaires; ils admettent pour translation la distance 
de ces axes. Les plans de glissement sont inutiles pour obtenir 
tous les points homologues puisqu'ils se déduisent de l'existence 
d’un axe quaternaire, des plans de symétrie qui passent par lui 
et des translations fondamentales; les axes binaires et les plans 
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y Fig. 207. 


de glissement ne sont que des conséquences de ces éléments de 
symétrie. Pour fixer les idées sur la nature des plans de glisse- 
ment faisons la figure 207. 

Multiplions le point 1’ par l’axe quaternaire et par les plans de 
symétrie; multiplions par les axes binaires ou utilisons les trans- 
lations, ee qui revient au même : nous obtenons tous les points 
marqués. Les points 11, 22, 33, 44,... sont symétriques par rap- 
port au plan de glissement dont la translation est égale à la dis- 
tance des axes binaires. 

2, — PLANS DE GLISSEMENT; TRANSLATION f,. 

_ Groupe 46.5. : 

Les miroirs passent par les axes quaternaires comme pour Île 
groupe 4e.i, mais ils admettent le glissement r., ce qui revient à 
augmenter le z de « après le mirage. D'où les 8 points : 


DRE ETESE Æ OP ATE 


VA de MOV e A 
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XYZ YXZ XUZ Nue 
Æy(z4Ho)  yax(z+o)  xÿ(z to) Jr(z +5). 
GROUPE 4e.6. 


Les miroirs passent par les axes binaires comme pour le 
groupe %e.2, mais ils admettent le glissement. D'où les 8 points : 


LUE: > VEL AGE UE 
G—Y—x)z+s)  G+r(=ypite) (c+y)(e+tx)(z+e) 
(e— ny) + 0). ne 
Ici encore existent des plans de glissement parallèles au 
plan y; le lecteur les cherchera. 


169. Miroirs et axes hélicoïdaux. | 

1°. — Je vais expliquer comment les miroirs ou les plans de 

glissement se combinent avec des axes hélicoïdaux, sur les 

groupes 4e.n Qui dérivent du groupe 4C.3. Se LE 

a) Quand un axe quaternaire Q est de translation =, —5, il reste 
binaire ordinaire. 

Le point 1 multiplié par l’axe donne les points 1,2,3,4,... aux 

: ? : 


Fig. 208. 


niveaux 0, 5, 25, 35,... Mais la translation fondamentale étant 25, 


au point 3 correspond un point de-niveau 0, au point 4 corres- 
pond un point de niveau 5... Donc l’axe est binaire; c’est le cas 
pour les axes qualernaires du groupe 4C.3. 

b) Si par l’axe Q passe un miroir P (ce qui est permis en vertu 
du $ 145), il existe un miroir P' normal à P 


“Cé  eE 


# 


L 
: 
Ë 
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En effet P multiplie les points 1, 2, 3, 4,... en 1”, 2”, 3, HA 
Aux points 3 et 3’ de niveau 25, correspondent des points de 
même projection de niveau 0, donc P’ normal à P est un miroir. 
2. — Groupe 4e.3. 5 
: Les miroirs passent par un axe quaternaire et par les-diago- 
- nales du petit carré par les sommets duquel passent deux axes 
quaternaires et deux axes binaires. La multiplication par le mi- 
roir qui se trouve dans le quadrant ! des axes, échange les coor- 
données + et y; d’où les 8 points : À 
Œu2 eye ds) Ays CN yT (2 
Hs ile cha) ME SLT 
3. — Groupe 4e.7. « 
Les miroirs passent par un axe quaternaire et par les axes ry; 
si nous mulliplions par le miroir Oy, il faut conserver le signe 


_ de la seconde coordonnée et changer le signe de la première. 
… D'où les 8 points : | 


ETATS ÉREETe rs 
Te 2 nt à D 4 2 EE 7 26 


PUS De to. MY: YA( Fo) 
E Gys yair ke). Xÿz : GE TF0) 
4°, — GROUPE 4e.4. 


| Les miroirs passent par les axes binaires; l’x et l'y d’un point 
deviennent {s—y)et (:—x). D'où les 8 points : 


XY2 ytls +) <Eyz  YX(Z +o) 


59 _— GROUPE 46.8. F2 

Les miroirs sont disposés comme pour le groupe 4e.3, mais 
ils sont de glissement et de translation 555. Aux coordonnées de 
la seconde ligne, il faut donc ajouter partout 5. 

D'où après simplifications : 


; Es À LYZ yx (z 2E 5) XYZ yX (z+ 5) | | | | 

ut toc+a +de (m6 —m{:t) + 

Le AN (o—x)(s + y). À 

É 170. Groupes rhomboédriques 3C.n. 5 

| 49, = Réseau ln. | 
e. Le réseau est défini par les translations égales 2:,, 2:,, à 120° 
l’une de l’autre, et par la translation quelconque 2- normale aux 

.. précédentes. À à 


_Démontrons un lemme qu’on tire des formules générales sur ; 
les rotations autour d’axes parallèles, mais dont une figure donne » 


la vérification immédiate. 
Partons de l'axe ternaire À et du point 1; nous obtenons les 
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points 2 et 3. Multiplions par l'axe ternaire B : nous obtenons les 
deux autres triangles équilatéraux. Traçons le triangle équila- 


téral T dont A est le sommet, B le centre. On passe d’un triangle. 


123 à un autre par des translations parallèles et égales aux côtés 


3 


NS 
Fig. 209. 5 


du triangle T. Inversement donner ces translations et l'axe À 
revient à donner les axes ternaires A et B. 

Geci posé donnons l’axe A (fig. 210) et les translations 2r,, 263 
on en déduit les 6 axes A,, A,,... A;. En particulier on obtient A, à 
partir de À par la translation 2:, + 2-. RS 

À partir de l’hexagone en utilisant les translations, on couvre 
tout le plan sans empiétement ni lacune. 

Le lemme nous apprend qu'il existe des axes ternaires B au 
centre des triangles équilatéraux en lesquels on peut découper 
les hexagones. Il ne peut exister d’autres axes ternaires ; des rota- 
tions de 2x :3 autour d’axes plus voisins imposeraient des transla- 
tions qui ne rentrent pas dans la translation générale 277, + 2mz,, 
où 7» et » sont des entiers positifs ou négatifs. 

POINTS HOMOLOGUES. 

Les axes ternaires peuvent être ordinaires ou hélicoïdaux. 
Dans ce cas ils sont de translations 2-.: 3 ou 4r,:3(1:3ou 2:3en 
coordonnées numériques). Reportons-nous au $ 86 qui donne les 
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coordonnées pour l’axe ternaire en prenant les © axes commé pour 
le système hexagonal. On a les coordonnées : 


GrouPE JC xyz (y—x)Xz ÿ(x —y)z. 

GROUPE 30.2 vyz (y—-x)r(z+l:3) g(x—y)(z+2:3). 
GRouPE 30.3 vyz (y—x)t(z+2:3) ÿix—y)(z+1:3). 
Pour ce dernier point la symétrie exige qu’on pose (24+4:3); 

mais nous avons le droit de retrancher l'unité. 


A A; 


Pour le groupe 3C.1 le milieu est découpé {si l’on veut) en 
strates d'épaisseur 2:.; le VF est égal au tiers de la maille dont 
_ l'aire de base {aire du losange AA,AA.) est D — 2-43, 
où 2r est la longueur des translations. 

Pour VF on peut prendre un prisme de hauteur 2r, dont la base 
est le losange AB.B,B;; multiplié par les axes A et B, il couvre 
entièrement le plan. 

Pour les groupes 30.2 et 3 le milieu est (si l’on veut) stra- 
tifié en couches d'épaisseur 2:,:3. Le volume fondamental est 
: alors un prisme dont l’aire de base est égal à X (par exemple le: 
losange AA,A;A.) et dont la hauteur est D 9: 
On couvre entièrement le plan au moyen des translations. Pour 
passer à la suivante, la strate tourne de 2r:3 autour d’un quel- 
conque des axes. Les groupes 3C.2 et 3C.3 ne diflèrent que par 
le sens de la rotation. 
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90: — RésEAUT ,;. 

a) Lestranslations 2r, 7. , 27”, sontégaleset ésaleteut suites 
sur la be OA. Appelons 
2-.:3 leur projection verticale 
OA; si l’on applique à un point - 
successivement les translations 
dans le même sens, il s'élève de 
2+., distance des sommets du 
rhomboëèdre maille. Les projec- 
tions horizontales des transla- 


tions OA,, OA,, OÀ,,. sont AA, 


AA,, AA. 

Appliquons les nt à 
l'axe ternaire OA; il donne des 
axes lernaires passant par les 
points À,, À,, À,; nous couvrons 
ainsi le plan de triangles équila- 

. Fig. 211: . _téraux qui ont des axes ternaires 
en leurs sommets et en leurs 
centres; ce que nous avons déjà trouvé pour le réseau F,. 
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Cherchons les autres axes qui résultent de la combinaison de 
l'axe OA et de l’une ou l’autre translation. 
. b) LEMME. | 

C’est une application du $ 15. 

Partons du point &; une rotation de 120° autour de A l’amène 


en a, ; les translations AA,, AA,, AA, prises dans un sens ou l’au- 
tre, donnent les points &,,.a, ,..., «. On vérifie que ces points dé- 
rivent respectivement de a par une rotation de 120° autour des axes 
ternaires B,, B,,... B;, équidistanis sur les côtés du triangle À, A,A.. 

Pour faire la démonstration on remarquera que les triangles 
tels qué AB,A, sont isoscèles et d'angle au sommet 120°, et l'on 
se reportera au {°. 

c) Revenons au réseau. 

Je dis que les axes ternaires B sont hélicoïdaux. 

En effet après avoir appliqué au point a la rotation A (120°), lui 
appliquer latranslation OA ,, revient à la déplacer horizontalement 


de AA, et verticalement de OA—2-,:3. Pour obtenir le point «; 
dans l’espace, il faut donc faire tourner a de 120° autour de B, et 


le translater de 2+.:3 vers le haut : d’où l’axe B,(2r: 3, 2.:3). 

Pour l’axe B, et le point & , la rotation est de même sens, mais 
la translation est vers le bas. En raison de la périodicité que 
montre la fig. 64 (les points homologues de même niveau forment 
des triangles équilatères centrés par les points homologues de 
niveaux différents), on peut encore dire que les axes B,, B,, B;, e 
les axes B,, B,, B:, sont de même translation 2:,:3, mais de rota 
tions inverses. 

d) Montrons ce que tout cela signifie. 

Dans un plan normal aux axes ternaires (fig. 213, 1), comme 
aire « du VF prenons le losange dont j'ai détruit la symétrie par 


des ares de cercle. On commencera par vérifier qu’il est compa- 


tible avec tous les axes ternaires; de plus le plan est complète- 
ment couvert si l’on applique trois translations à 120° l’une de 
l’autre parallèles aux translations 4, £,, &, et triples de ces trans- 
lations. Les traces des axes ternaires hélicoïdaux sont aux cen- 
tres des triangles construits sur les traces des axes ordinaires. 

Opérons sur le losange 1 de la figure ! avec l’axe a; nous obte- 
nons le losange 1a de la figure 2. Et ainsi de suite : d’où la 
figure 2. Elle se déduit de 1x figure 1 par l'une ou l'autre des 
translations £,, t,, ,. Elle admet encore les axes binaires ordinai- 
res; elle représente le plan qui se trouve à la distance 2:,:3 du 
plan initial. | Fe 

Utiliser encore une fois les axes hélicoïdaux en leur conservant 


-/ le même sens de rotation, revient à partir de la figure 1 et utili- 


ser ces axes en changeant le sens de rotation, ce que le lecteur 

_vérifiera. La figure 3 que nous obtiendrions ainsi, dérive de la 

figure 1 par des translations inverses de 4, £,, £,, ou (ce quirevient 
: 18 
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au même, puisque la fig. 1 admet les translations 34,, 34,, 34) par 
des translations du sens marqué égales à 24,, 24,, 24,. Nous obte- 
nons ainsi le plan qui se trouve à la distance 4:.:3 du plan initial. 

Utiliser encore une fois les axes hélicoïdaux redonne la fig. 1. 


Translation pour 
pesser dæ122 


Fig. 213. 


€) VOLUME DE LA MAILLE ET VOLUME FONDAMENTAL. 
Posons (fig. 211): aire du triangle A A,A,—6. 

Le volume de la pyramide OA A A,—p0—5.2:.9. 

Le volume Q du rhomboëdre est 6 fois le volume 6 ($ 51) : 


60406, :3. 


Pour aire de base du VF nous prenons 25: sa hauteur étant 
2:.:3, son volume est : : 
De 9 — 0 
PoINTS HOMOLOGUES, 
Le plus simple est de prendre pour axes les arêtes du rhom- 
boëdre. 
D'où les coordonnées : 
GRouPE 3C.4 æyz  ZAÿ  yzx, 


171. Groupes énantiomorphes rhomboédriques 3D.». 
J'étudie ceux qui dérivent du réseau T,; ils contiennent le 
groupe du quartz. 
1°. — Groupes 3D.1-Er 3D.2. È 
Ils dérivent du groupe 3C.1 par adjonction d’axes binaires nor 
maux aux axes ternaires qui sont ordinaires; le lecteur se repor— 
tera à la fig. 210. 
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GROUPE 3D.1. 
. Les axes binaires qui se coupent, forment 3 séries à 120° l’une 
. de l’autre. Dans la figure 214 les axes binaires sont représentés 
par des droites munies aux deux bouts de flèches doubles. 
Partons du point xyz; l'axe ternaire ordinaire A donne les trois 
points (en tournant sinistrorsum de 120°) : 


LYZ  (y—x)Xz G(x—y)z. 
3D1 


Prenons les symétriques par rapport à l’un quelconque des 
_ axes binaires; nous trouvons les trois nouveaux points : 


(Yy—X)yz XX —VY)z . JEZ: 

Soit 2r, la translation fondamentale normale au tableau ; deux 
transpositions autour d’axes parallèles voisins devant donner 
cette translation, les axes binaires sont disposés de même dans 
une série de plans parallèles au tableau et distants de .. 

Groupe 3D.2. 

Les axes binaires forment trois séries de droites à 120° menées 

exclusivement par ies axes ternaires AA... de la figure 210; ils 
limitent des triangles centrés par les traces des axes B. 
_ Apartir du point xyz l’axe ternaire donne les trois points : 


 2yz (y—x)Æfz  J(x—y)z. 
La symétrie par rapport à l’un quelconque des axes binaires 
donne les nouveaux points : 


168 
; 
“1 
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Æ(y—x)z yxz (x —y)yz. 

Les axes se reproduisent par translation +, dans les plans pa- 
rallèles au tableau équidistants de =.. 

2. — Groures 3D.3 er 3D.4. 

Groupe 3D.3. 

Les axes binaires sont en projection comme pour le groupe 
3D.1, mais les axes ternaires sont hélicoïdaux et de translation 
2%: 4 

Partons du point xyz; l'axe ternaire hélicoïdal donne les trois 
points : 


7 l é à 
Xyz  (y—x)X (z er _ Yÿ(X—Y) (z eo + 
Le 3D.2 : 
: 8 RER 
3 (æœ-y)z 
(y->) DT 
<< PSS 

2% ï 
2e _ 4 
x(y-x)Z | | | 


D ln 


VA Fig. CE 


La symétrie par rapport à l'axe 4 qui est dans le tableau, donne 
les trois nouveaux points : 


eee ps z) X(X — y) G —:). 


Partant de ces coordonnées, il est facile de trouver la distribu- 
tion des axes binairesqui ne se coupent pas. 

L'axe ternaire hélicoiïdal multipliant les axes comme les points, 
l’axe « (&=—0) donne l'axe 8 (z—1:3), puis l’axey(z —2:3). | 

L’axe x’ parallèle à «(z—1:2) donne l’axe B° parallèle à £ à Ja 
distance z==1"2°41:3=5%°0, 
puis un axe y’ parallèle à + à la distance :—1:2+2:3—7:6 ou 


V4 POP PETT TU 
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1:6, puisque nous représentons par l'unité la translation sui- 


. vant z. D'où les axes : 


A UN, D 


. distance MU HD 6 CR OU AD. D:0. 


É 
de 
? 
4 
" 
À 
Y 
A 


ui ob DE déesse 


F2 


. Pour vérifier que les points admettent effectivement ces axes, 
on s’appuiera sur le lemme suivant : un point de hauteur 3 mul- 
tiplié par un axe de hauteur &, prend la hauteur 21— 7, 

Par exemple le point xyz multiplié par l’axe y’ de hauteur L:6, 


. prend La hauteur 1:3—z; il devient le point : 


; x(x—y)(L:3—2). 
Groupe 3D.4. À 
Les axes binaires sont en projection comme pour le groupe 
3D.2, mais les axes ternaires sont hélicoïdaux et de translation 
Dr, :9. 
Partons du point +72; l'axe ternaire hélicoïdal donne les trois 
points : 


dUe è ns 4 (= + 3) y (x —y) (z + 5). 


Prenons les symétriques par rapport à l’axe « qui est danse 
tableau : : 
(t—4Y)Yz yx(2:3—2) Æ(y—x)(L:3—2). 
En fait les z des deux derniers points sont : 
(—1:3—7) (—2:3—72)- 


mais on a le droit d'ajouter l’unité. 

Pour obtenir la distribution des axes binaires qui ne se coupent 
pas, on procède comme ci-dessus; ils se trouvent dans des plans 
équidistants du sixième de la translation fondamentale parallèle 
à l'axe des z. Pour que deux transpositions donnent la translation 
il existe des axes +, 6, y, respectivement parallèles ct équidis- 
‘tants de +. : | 

3°. — Groupes 3D.5 Er 8D.6. 

_ Ils sont identiques aux deux précédents au sens de la rotation 
près. Dans les coordonnées des points il suflit de remplacer 2:3 


par 1:3, et inversement. 


Vas 


172. Application au quartz. 
1°. — Le quartz a manifestement le réseau l', dont la maille est 
un prisme droit de base losange A A, AA; (angles 120 et 60°). 

Le VG qui doit remplir l’espace sans vide ni empiétement grâce 
aux translations fondamentales (AA, et AA, dans le plan de la 
figure) présente a priori une forme quelconque; toutefois sa base 

_ doit avoir l'aire du losange. Nous pouvons prendre l'hexagone 
régulier B,B.... dont l’aire est le tiers de l'hexagone A,À.... 
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La figure 216 montre les traces des axes ternaires (hélicoïdaux) 
et les axes binaires pour les groupes 3D.4 et 3D.6 qui ne diffèrent 
que par le sens de rotation. 

Les rayons X montrent que dans la maille se trouvent 3 mélo- 
cules SiO?. La figure 216 représente la manière la plus naturelle : 
de distribuer les atomes. 

Soit 1 la translation normale au tableau. Les trois atomes de 


@S/ice ‘e Oxygène 


Fig. 216. 


silice sont à la distance s de l’axe ternaire À, sur irois axes binai- 
res 4, 6, y, dont les distances au tableau sont 0,1:3,2:3. Les 
atomes d'oxygène sont deux à deux symétriques par rapport aux 
axe a. f, y, à la distance o de l’axe ternaire À, sur des droites 
normales à cetaxe qui fontavec la droite de référence a les angles : 
F0. 130°+0  240°—0: 
ils sont du tableau aux distances : 
Fu. 1l:3u 2:3=u. 

2°. — Les groupes 3D.4 et 3D.6 ne différent que par le sens de 
rotation. ; 

Evitons une erreur. On est tenté de croire que le quartz doit 
son pouvoir rotatoire au fait que les axes ternaires sont hélicoi- 
daux : le pouvoir rotatoire existerait tout aussi bien pour les 
groupes 5D.1 et 3D.2 où les axes ternaires sont ordinaires. En 
effet les phénomènes de l’'Optique proprement dite sont dus à la 
Symétrie moyenne du milieu cristallin, cela en raison de l’ordre 
de grandeur des périodes de translation comparées aux lon- 
gueurs d'onde : le pouvoir rotatoire vient de la distribution des 
atomes dans la maille {absence d'opérations de seconde espèce), 
Symétrie holoaxe). Nous placerions les trois atomes de silice 


dans le même plan (groupes 3D.1 ou 3D.2) que la dyssymétrie 
de la maille n’en produirait pas moins le pouvoir rotatoire. 
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173. Réduction du nombre des points homologues. 
Groupes 3D:.5, 3Dr.6. 

1°. — Pour montrer comment se réduit le nombre des points 
homologues prenons les groupes 3D:.5 et 3Dc.6 (holoédrie du 
système rhomboédrique, réseau F,;) discutés par Wyckolf à pro- 
pos de ses expériences sur la calcite. Les axes de référence sont 
les arêtes du rhomboëdre avec des paramètres égaux. Pour éviter 
une bizarrerié d'écriture appelons w, v, des nombres qui repré- 
sentent les fractions du paramètres suivant les 3 axes. 

a) Le point est sur l’axe ternaire; son homologue est à la même 
distance de part et d’autre de l’origine. 

D'où les coordonnées numériques : uuu  uuu. 

Ces deux points se réduisent à un pour u—1:2=—5. 

En effet la translation parallèle à l'axe ternaire est égale à la 
distance à l’origine du point 111. La distance des points 555, co 
est égale à cette translation : ils ne sont donc pas distincts. 

b) À un point sur l’un des axes de coordonnées correspondent 
généralement six points : | 


u00.-Cu00, : O0, 040, ‘::00w,”. OOw. 


Ils se réduisent à 3 pour u—1:2—5. En effet la distance des 
points 600, 500, tous deux sur l’axe des x, est égale au paramètre; 
ils ne sont donc pas distincts. Les trois points : 


2000 2 000: 00e: 


se déduisent l’un de l’autre au moyen de l’axe ternaire. 

c) À un point a pris sur une face correspondent généralement 
3 points sur cette face; le centre O donne 4,; à partir de a et de 
a,, l'axe binaire donne 4, el a;. 

L’axe ternaire multiplie par 3; d’où douze points. 

Sile point est en « sur l’axe binaire (coordonnées uu0), il n’y 
a plus que 6 points. Le centre donne 2, (uu0); on obtient les 
4 autres par permutation circulaire : 


au0, uu0, Ouu, Ouu, uOu, uDu. 


Le centre ne donne rien siu—1:2—5. 
Il n’existe alors que trois points distincts : 


600, Ooo, : oÙc. 


d) Si le point est dans le plan de symétrie OAA’, ses coordon- 
nées sont vuu; le centre donne Puu. : 
Par permutation circulaire on obtient les 6 points : 


OUU, UVU, UUV, VUU, UVU, UV. 
e) Prenons un point a, sur l’axe binaire + (coordonnées uuD); 


ajoutons la translation «—1:2, parallèlement à Oz; le nouveau 
point a pour coordonnées uüs. Son symétrique par rapport à l'axe 
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binaire (uus) est équivalent puisqu'il existe une translation 2: 
parallèle à Oz. A partir du point us l'axe ternaire donne : 


UUS ouUu  Uou. 
Les miroirs donnent les 3 autres points. 


UUs Ucu cuu. 


2. — Get exemple montre ce qu’il faut entendre par points . 


drnaire - 


l 
| 
| 
} 
l 
| 
l 
l 
| 
[ 
} 


Fig. 217. £ 


distincts; ils ne sont distints qu’à la condition de ne pouvoir être 
déduits l’un de l’autre à l’aide de l’une des translations fonda- 
mentales. S’ils le peuvent, ils n'appartiennent pas à la même 
maille ; ils ne sont pas distincts pour ce qui nous occupe, tout en 
étant géométriquement différents. 

C'est du reste pourquoi nous avons le droit d'ajouter un entier 
positif ou négatif aux coordonnées des points. 

En définitive nous avons le tableau Est: 2% 


1 Un point 000 ou 559, 


2 Deux points uuu, uUUU, 
3 Trois points 005 050 00 Où, c00.! 605: Oo. 
4 Six points uuO  u0u Ouu Zu0  u0n Ouu, 


UUo.. ol. oUU: * /UUct Uou cond 


__—— nn 


uuo uvVu puu uuv uvu pu. 


Soit un corps de formule ABC: (tel que CaCO* ou NaAzO*; ce 
qui ne signifie pas que le groupe 3Dc.5 leur convient). 


&. 
LPS 


x 
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Admettons que la maille assimilée au rhomboëdre primitif 
contient deux molécules AB°C°. . 

Placons un atome À en l’un des sommets du rhomboëdre; les 
8 atomes en valent 1; pour en avoir un seul dans le VC, nous 
lui donnerons les coordonnées 566; il est au centre du rhom- 
boèdre. 

Puisque nous avons deux atomes B à loger, il faut les mettre 
sur lPaxe ternaire, par suite ils ont les coordonnées : 


uuu,  UUU. 


Restent les 6 atomes C : nous pouvons choisir l'une des cinq 
combinaisons suivantes. 


Nous pouvons les placer tous les 6 sur l’axe ternaire; ce qui 


revient à utiliser 3 fois la solution 2, avec des w différents. 

Nous pouvons les placer sur les arêtes; ce qui revient à utiliser 
les 2 solutions 3. 

Nous pouvons employer l’une des combinaisons 4. 

REMARQUE. 

Au lieu de chercher directement les positions qui réduisent le 


» nombre des points homologues, nous aurions pu partir des coor- 


données des 12 points donnés au $ 84 (groupe 3Di), et chercher 
les valeurs de x, y ,7, telles que certains points se confondent. 
Nous opérons ainsi pour le groupe 3D4.6. 


174. Réduction du nombre des points homologues. 
Groupe 3D:.6. 
1°. — Ce groupe correspond à l’holoédrie du système rhom- 
boédrique pour le réseau [l,,. Prenons les axes comme pré- 
cédemment. À partir d’un point «77, l’axe ternaire et les axes 
binaires qui lui sont normaux donnent les 6 points : 


LYEUNYEL VAUT JUS  L2ÿ-.2UX: 


Il faut multiplier par un centre; mais tandis que dans le groupe 
3Di.5, le centre est sur l’axe ternaire au point 5 (5—1:2), centre 
du rhomboëdre, il est maintenant au point ç'o'9’ (s—1:4). 

La multiplication par le centre s'obtient en changeant le signe 
des coordonnées et en ajoutant une translation égale à deux fois 
la distance du centre à l’origine des coordonnées, ce qui revient 
à ajouter aux coordonnées changées de signe 25'—5. 

D'où les 6 nouveaux points. 


b—æ)(o— yes) (—ple—zx)e—) (—2)(5—x)(—Yy) 
@+o)(xto)(2+e) (@+o{zto)y+e G+2W+o(r+e. 


2%. __ Réduisons le nombre des points homologues. 
DEUX POINTS. | 
a) Faisons x—7—z—0; nous avons les deux points : 


ie - A 000 av: 
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b) Faisons *—=y—2:—'; les points 5%5'et 3:/3:'3' ne sont pas 
distincts parce que leur distance est égale à la distance des som- 
mets opposés du rhomboëdre sur l’axe ternaire. 

D'où les deux points : 


sos 95 39 30 


= 
ra 


QUATRE POINTS. 
Appelons & un nombre compris entre 0 et 1. 
Faisons x—7—z. Les coordonnées des 4 points sont : 


UUU QU (s—u)(s—u)(5—u) - (u+o)(u +o)(u+ c). 


SIX POINTS. 
a) Pour xy3 prenons 5'35'35’. 
Les 6 premiers points deviennent : 


s'Jo ds  Bo/30/o  Bc'o 30! 


doc 20 os 36 36 30 30 s! 


Ces trois derniers peuvent s’écrire : 


5'3c'c! 30 co S'o ic 


D'où 6 points distincts. Les 6 autres points ne donnent rien de 
nouveau. Par exemple pour le premier on a : 


(o = x) (o Se 4) (o = Z) — co o — ss 3 à 


b) Pour xyz prenons uu0. 
Les 6 premiers points deviennent : 


un0: :“u0u : Ouu : -4u0 ‘Qu Ouu. 


Il n’en existe que 3 distincts. Opérons de même sur les trois 

autres; nous obtenons pour les 6 points distincts : 
uuO Ou Ouu 
(o—u)(u +o)o (u + o)o(s —u) s(o—u)(u +0). 

3. — APPLICATIONS. 

Dans ce groupe Wyckoff range le nitrate de sodium AzO®Na et 
les carbonates analogues à la calcite CO'Ca. 

Raisonnons sur Le nitrate de sodium. 


Admettons que la maille contient Az?OSNæ, 
Pour coordonnées des 2 atomes Az prenons sur l’axe ternaire : 


azote 000 


Les deux atomes de sodium doivent être également sur l’axe 
ternaire; leurs coordonnées sont donc : 


sodium s'o'o’ 30/30 36°. 


Pour les 6 atomes d'oxygène deux combinaisons sont possibles. 
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Pour ramener les points sur ou dans le rhomboëdre remplaçons 
u par 1—u. D'où les coordonnées : 


u(l—u)0O (1—u)0u  Ou(l—u) 
(s—u}(u +s)s (u + s)o(s —u) o(s—uj(u +5). 
Les rayons X donnent pour w une valeur quasi égale à 5’. 
D'où les points : | 
{ 539 0 3 0! 05/35’. 
‘ ë 5 3 20’ 30 20 5 25'5 36’. 
4°, — REMARQUE. 
A l'atome d'azote qui se trouve à l’origine des coordonnées 
correspondent 7 atomes qui se trouvent aux Sommels ; mais ils 


ne valent qu’un atome parce que chacun appartient à huit mailles 
adjacentes. 


Les atomes d'oxygène qui contiennent une coordonnée nulle, 


@ Azote 


O Sodzum 


. Oxyqèn e 


Fig. 218. 


sont sur trois faces; ils ne valent donc que 3 :2 atomes. Mais les 
translations en donnent 3 autres sur les 3 autres faces; d’où 
3 atomes, qui, avec les 3 atomes intérieurs au rhomboèdre, font 
les 6 atomes de la molécule. 


\ 
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Pour rendre plus claire la fig. 218 je n'ai pas représenté les trois . 


atomes intérieurs d'oxygène. Les 9 gros points noirs (sommets et 
centre du rhomboëdre sont de l’azote; les deux cercles sont du 
sodium; les six petits points noirs sont de l'oxygène. | 
Pour voir comment sont disposés les atomes d'oxygène, prenons 
les trois premiers dont nous pouvons écrire Les coordonnées : 


uu0O  uOÜu Ouu 


Ils sont dans les plans coordonnés et dans le plan & + y + z—=0, 
normal à l’axe ternaire; ils sont donc sur les axes binaires. 


1 


Fig. 218 bis. 


Si nous transportons l’origine des coordonnées au point 555, 
les coordonnées des trois autres points deviennent : 


uuO  u0Ou  Ouu: 


ils sont encore dans un plan normal à l'axe ternaire et sur les 
axes binaires, mais leur “disposition est inverse de celle des 
3 premiers; ce que la figure 218 Dis rend évident. A chaque 
atome d’azote sont donc associés trois atomes d'oxygène formant 
des groupes A:0°; en elfet les translations permettent de con- 
clure pour tous les atomes d’azote ce que nous venons de trouver 
pour les atomes de coordonnées 000, 555. : 


5°. — Pour les carbonates de calcium (calcite), de manganèse 


101 


“e 
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(rhodocrosite), de fer (sidérose), de magnésie (magnésite), de zinc 
(calamine), tous de formules MCO?, Wyckoff propose la même 
distribution : 


carbone l 000 555 
RC 9 


* métal coco. Jo io do 


oxygène mêmes coordonnées que pour l’azotate de sodium. 

Pour se reconnaitre dans les divers schémas proposés. il im- 
porte de remarquer que le rhomboëdre dont il est ici parlé, n’est’ 
pas le rhomboëdre de clivage. On a successivement utilisé trois 
rhomboëdres dont voici les caractéristiques pour la calcite; les 
volumes Q sont calculés avec la formule du $ 52 : 


a, —=6,42 a —101°55 Q=—-249,6 clivage 
0 0 Na 10 0! Q—122,3 Wyckoff 
GO a — 108 061,0  Bragg. 


Les axes de Brasg bissectent les côtés du rhomboèdre de cli- 
vage; les axes de Wyckoff bissectent ceux de Bragg. 

Les volumes sont comme 4, 2, Î. Corrélativement Bragg met 
une molécule dans son rhomboëdre, Wyckoff 2 dans le sien; le 
rhomboëèdre de clivage en contiendrait 4. 

Quand on laisse de côté les atomes d'oxygène et qu’on revient 
au rhomboëdre de clivage, on obtient pour les atomes de Cet 
de Ca, la même distribution que pour les atomes de Clet de Na 
dans le chlorure du sodium; à la différence que le cube est com- 
primé suivant un axe ternaire pour donner le rhomboëdre. 

Pour faire comprendre les dispositions relatives des trois rhom- 
boèdres, j'ai pris un cube pour rhomboëdre de clivage êt j'ai 
tracé dedans le rhomboëdre de Bragg; à ses sommets sont des 
points noirs (calcium); au centre est un point blanc (carbone). 

Le rhomboëdre de Wyckoff dont on ne voit qu'une partie, a 
son sommet en {, son centre en 2; les arêtes qui aboutissent at 
sommet 1, sont 13, 14, 15, milieux des faces adjacentes au point 2. 
La diagonale 162 est la moitié de l’axe ternaire de ce rhomboëdre; 
on comparera facilement la fig. 218 ter à la fig. 218. 

Si l’on revient au rhomboëdre de clivage, on trouve que la pé- 
riode D parallelement aux faces de clivage 100 est 


3.028.10 + em.—3, 028UA. 


_ C'est un paramètre fondamental pour l'analyse par les rayons X. 
jo. — C’est un sujet d’étonnement pour le débutant de voir 
prendre une maille non centrée pour représenter un cristal ma- 
nifestement holoëdre; mais si la maille n'est pas centrée, le milieu 
n’en possède pas moins une infinité de centres {points blancs et 
points cristallographiquement équivalents. 
Pour le montrer considérons les points : 
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À 100 B coco. 


Translatons le point B au moyen du vecteur AO; les coordon- 
nées du point B’ obtenu sont {5—1)55. Additionnons les coordon- 
nées de À et de B’ et prenons-en la moitié; nous déterminons les 
coordonnées 55": du milieu de la droite qui les joint; ce sont cel- 


Fig. 218 ter. 


les du point blanc C. Donc au point À cor 
un point B’ donné par le centre C. 
Grâce à la disposition inverse des at 
points O et B, ils admettent le point C pour centre. 
J'insiste pour bien montrer en quoi la théorie des groupes géné- 
ralise la notion de symétrie. Au surplus ne pas oublier que rien 


ne fixe le choix de la maille; il existe une infinité de mailles de 
même volume que nous avons le droit de prendre pour maille 
fondamentale. 


respond dans le milieu 


omes d'oxygène autour des 


175. Groupes 6C.n. 
1 Le réseau estnécessairement l’,; les translations 2- nor- 
malement à l’axe sénaire dont nous partons, sont égales et à 60° 
l’une de l’autre. De là résulte que les axes sénaires sont aux cen- 


tres et aux sommets d’un carrelage hexagonal, ou, ce qui revient 
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au même, aux sommets d’un carrelage formé de triangles équi- 
latères. | 

Pour trouver les autres axes partons de la droite Sa. 

Une rotation de 60° l'amène en Sa, ; la translation 2- l'amène 
en S,a,; une et deux rotations de 60° l'amènent en S,a, et S,a.. 

On obtient encore Sa, à partir de Sa à 
l'aide d’une rotation de 60° autour deS,. 

L'existence des points homologues aa, im- 
plique l'existence d’un axe binaire B, par ; 
suite des axes B,, B.. 

L'existence des 
points homologues 44, & 
implique l’existence 
d’un axe ternaire T. 

Rapprochons du $ 170. 
Quand les axes S sont ter- 
naires, il existe au centre % 
du triangle un axe ternai- 
re. Quand les axes S de- 
viennent sénaires, l’axe ternaire 
subsiste; mais des axes binaires 
s'introduisent. 

2%. — Groupe 6C.1. 

Les axes sont ordinaires. Pour 
VF on peut prendre un prisme 
droit de hauteur 2x. et dont l’aire 
de base est le sixième de l'aire 2 
de la maille plane (losange SS;S;S,), 
par exemple le triangle S,TS, qui Fig. 219. 
n’est traversé par aucun axe. 

Le VF est le sixième de la maille Q. 

Pour avoir les coordonnées des points homologues, nous pou- 
vons partir des trois points qui correspondent à 30.1, en ajoutant 
les points obtenus en changeant les signes des 2 premières coor- 
données: en effet l’axe ternaire devenant sénaire, c’est comme si 
on lui superposait un axe binaire. D'où les six points 


{ 


Hy2. VUE) T2 0 (x — y)z 
ge: — y)de. yU— AL 
Pour avoir les 6 points dans l’ordre où ils se présentent sur le 
cercle, nous devons écrire : 


ayz (x —y)xz - GX —Y)z 1 
xyz (y—a)#z  y(y—x)z. 
3. — GrouPre 6C.6. 


L’axe devient hélicoïdal et de translation 1:2—%; avec la sim- 
plification permise on a donc : 
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xy @—y}t(s td ÿ(x—y)z 
plats) yes ÿy—x +0). 


De ces coordonnées résulte que l’axe sénaire de translation & 


reste ternaire. 


D'où suit que les axes ternaires ordinaires le demeurent; les 


axes binaires deviennent hélicoiïidaux et de translation 5. 


Pour VF nous pouvons prendre un prisme de hauteur +. et dont 


l'aire de base est letiers de l'aire 5. 


Comme il ne doit pas être coupé par les axes ternaires, ce sera 


par exemple le losange S,TST’. Le VF reste Q :6. 
L°. — Groures 6C.4 Er 6C.5. 


Les axes sénaires sont hélicoïdaux et de translations 2-.:3, 


4:,:3 (numériquement 1:3 et2:3); il revient au même de leur 


donner même translation 1 :3 et des rotations inverses. 


Toutes simplifications faites, on a pour coordonnées des 6 points 


homologues : 


XYZ. (y—2)X 


\ 
ou-encore 
aus Got) 5@=y(2+7 


2 
DATES Gr y)#(2+3) y (y —x) (2+5), 


Ces équations montrent que les axes sénair 
tent binaires ordinaires : des translations r 
même pour les axes binaires. Les axes tern 
Pour trouver leurs tr 
a de la figure 219: 


es hélicoïdaux res- 
ésulte qu’il en est de 
aires sont hélicoïdaux. 
anslations marquons les niveaux des points 


a AC A a 


0 1:3 28 1. 


* En partant du point &, pour obtenir le point 4, par rotation de 
2r:3 autour de T, il faut tourner sinistrorsum (comme pour aller 
de & à &, par rotation autour de S), mais prendre la translation 
2:3; il revient au méme de prendre pour les axes ternaires la 
translation 1:3 {la même que pour les axes sénaires), mais de 
changer le signe de leur rotation. 


Le VF devant rester Q:6 et ayant pour hauteur le tiers de la 


hauteur de la maille, sa base esSt£:2; nous pouvons prendre le 
triangle S,S,S,. F Pal 


9°. — Groures 6C.2 Er 6C.2. 


Les axes sénaires sont hélicoïdaux et de translations :.:3 ou 
97,:3 (numériquement 1:6 et 5 : 6). | 


si 

j 
‘ 
2 


Us SE SES 
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Les coordonnées des points homologues sont (après simplifica- 
dons}r nt 
TYZ (y—x)t(z+1:3) ÿ(x—y)(1+2:3 
Æÿ(z+l:2) (x—yx(z+5:6) yiy—x)(z +1:6) 


ou encore 


Lya  (y=x)t(z 62:38) yr—y)(z+1:9) 
Ægÿ(z+1:2) (x—yir(z+l:6) -y(y—x(z +5:6) 

Tous les axes sont hélicoïdaux. Le volume fondamental devant 
rester Q:6 et ayant pour hauteur le sixième de la hauteur de la 
maille, sa base est Y; nous pouvons prendre le losange SS,SsS,. 

Pour avoir les translations des axes ternaires et binaires héli- 
coïdaux, procédons comme ci-dessus en marquant les niveaux : 


a a a, a, a, 


TT TC ER 


Les axes binaires (points a et a.) sont donc de translation 1 :2. 

L’axe ternaire T amène à, sur 4, par une rotation sinistrorsum 
et la translation 1:53. DV 'OUE 

Pour intéressante quesoit en elle-même la mise en évidencede 
tous les éléments de symétrie, nous n’obtenons rien de plus que 
ce qui résulte des axes sénaires hélicoïdaux et des translations. 


176. Groupes paramorphes ternaires et sénaires. 

Ils sont obtenus en multipliant par une inversion les groupes 
3C.n et 6C.n. : 

Le centre doit être placé de manière à ne pas multiplier les 
axes ternaires et les axes sénaires : par suite il doit être sur un 
axe ou au milieu de la perpendiculaire commune à deux axes 
voisins. 

Une figure montre immédiatement que les inversions par rap- 
port à deux centres I et I, distants de # sont équivalentes, à une 
translation près égale à 24 et parallèle à la droite IT,. 

Si 2 est une des translations du groupe, les inversions par 
rapport à [et à I, sont équivalentes. 

Or la distance de deux axes ternaires dans lesgroupes 3C.7, de 
deux axes sénaires dans les groupes 60.7 est égale à une des 


translations du groupe; par suite on peut toujours placer le cen- 


tre d’inversion sur l’un des axes. : 
D'autre part le théorème du $ 145 exclut tous les groupes qui 
possèdent des axes hélicoïdaux, à moins qu ils ne soient de trans- 
lation L:2, ou qu'ils aillent par paires de rotations inverses. 
Ne restent que les groupes ie 
3Ci.1—(30.1,1) 3CG.2—(3C.4,1),  6C.1—(6C.f, 1), 
6Cr.2—(6C.6, 1). 


19 
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Les deux premiers groupes constituent ce qu'on appelle la. 


tétartoédrie hexagonale de deuxième espèce. Il y a six points 
homologues dont on obtient les coordonnées en ajoutant aux 
3 points des groupes 3C.1 et 3C.4, les 3 points obtenus en chan- 
geant de signes les 3 coordonnées. | 

Les groupes 6C&.1 et 6Ci.2 ont 12 points homologues qu'on 
obtient à partir des 6 points des groupes 6C.1 et 6C.6 en chan- 
geant de signesles 3 coordonnées. 


177. Groupes tétartoédres cubiques T.2. 

Ils sont isomorphes du groupe fini T de symétrie 3A4L°; les 
axes quaternaires du cube deviennent binaires. Il est donc cer- 
tain que les groupes T.r admettent comme sous-groupes les 
groupes 2D.7n qui contiennent 3 séries d’axes binaires parallèles 
aux axes trirectangles de coordonnées. Les groupes 2D.72 devant 


être restitués par les axes ternaires, les trois axes binaires équi- 


valents sont nécessairement de même espèce (tous hélicoïdaux 
- ou tous ordinaires). Reportons-nous aux figures du $ 162 : seuls 
les groupes 2D.1, 2D.4, 2D.7, 2D.8, 2D.9 peuvent fournir des 
groupes T.n. Il va de soi que les paramètres des trois axes 
deviennent égaux. 

1°. — Groupe T.i. 

11 dérive du groupe 2D.1; les trois axes binaires sont ordinaires 
et passent par un même point. 

Les coordonnées des 4 points homologues sont : 


LYZ : XYZ “AYZ- LUZ: 


Les quatre axes ternaires se coupent au même point que les 
axes binaires. Multiplier les points précédents par l’axe qui se 
trouve dans l'angle solide déterminé par les demi-axes positifs, 
revient à permuter les coordonnées, d’où les 8 nouveaux points : 


% 1 GROUPE .F.2: 
- Il se déduit du groupe 2D.7 par adjonction d’un axe ternaire 
, 9 CG » . 
passant par l’origine des coordonnées. On obtient donc les 
48 points équivalents du groupe T.2 en permutant circulairement 
les coordonnées des 16 points du groupe 2D.7. 

. Pour ce groupe les points homologues peuvent se réduire à 4 
en particularisant les coordonnées du point de départ. On véri- 
fiera que la permutation circulaire portant sur ces points ne donne 
rien de nouveau. Le groupe T.2 admet donc des groupes de 
4 points homologues. 

BLENDE. 
La maille contient Zn'S'. 
. Les coordonnées des points homologues sont : 


LA en AC 
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zinc 000 oo Ûo Oocc 

soufre : 600 os d0 Boo ds 3/30 0! 

Soit un plan de caractéristiques ggg parallèle aux faces de l’oc- 
taèdre; faisons croître g à partir de 0. Pour certaines positions il 


ne contient que des atomes Zn, pour d’autres que des atomes S. 
Dans la formation du cristal les atomes se déposent par couches 


PBler-de ZnS 


2T.=1 
® Zinc O Soufre 
Fig, 220. 


contenant un plan Zn et un plan S; les faces opposées de l’oc- 
taèdre ne sont donc pas équivalentes puisque sur l’une affleure 
un plan Zn, sur l’autre un plan S; on conçoit qu’elles ne soient 
pas attaquées de même par les agents chimiques, que l’une puisse 
avorter, ce qui conduit au tétraèdre. 

3, — Groure T.3. | 
Il se déduit du groupe 3D.8 en menant par l’origine des coor- 

= } CUIR , 4 û : ; 

données un axe ternaire dans l’angle solide déterminé par les 
demi-axes positifs. On obtient donc les 24 points homologues 
par permutation circulaire sur les coordonnées des 8 points du 
groupe 2D.8. 

Le =-Groure T.A. | 

Il dérive du groupe 2D.4; les axes binaires sont tous héli- 
coïdaux. ne 

Les coordonnées des 4 points sont : 


az G@+)6—y)2 Ay+ato—2) (o—x)p(+2). 


/ 
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Supposons que par l’origine des coordonnées symétriquement 
dans l'angle solide formé par les demi-axes positifs se trouve un 
axe ternaire; les coordonnées des 8 points restants sont obtenues 
par permutation circulaire : 


24y\ Z(2Ho)(c—y) (o—z)#(y+o) (o+z)(—x)7 
cyar (e—yz(vte) (g+oo—2)? p(+a(e—x). 
Le nombre des points homologues se réduit à 4 pour 
æ—y—2z—=u. Voici leurs coordonnées : 


uuu  (u+o)(s—u)ù ,u(u+o)(s—u) (5 —u)u(s +u). 


Cette réduction n’est possible que si le point initial uuu se 
trouve sur un des axes ternaires; ces coordonnées permettent 
donc de déterminer la position de ces axes qui ne se coupent pas; 
ils sont marqués en pointillé. 


ÿ A : - 
L ï ; 


nées A ÉD CR LR NS, LE ne SR à 


Fig. 221. 


Le premier est une diagonale du cube: il passe par les points 
000, 505. à 

Le second passe par les points 550 (4=—0) et 01s (u— — 65). 

Le troisième passe par les points 055, «01. 

Le quatrième passe par les points 505, 160. 

Il va de soi que les axes ternaires sont transformés les uns 
dans les autres par les axes binaires (hélicoïdaux). | ; 

Par exemple les traces sur le plan xy des axes binaires paral- 


| 
Ë 
4 
4 

| 
| 
à 
| 
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lèles à Oz, ont les coordonnées (2p + 1)5,(2q + L)s’, où p et q 
sont entiers. Il en existe un qui passe par les points y: la trans- 
position amène l'axe ternaire bc, en db,; la translation « parallèle 


à l’axe des z amène db, en ba, qui est un axe ternaire. 


Numérotons les 8 cubes qui constituent le cube total; l'axe uy 
transforme 1 en 4 par transposition, puis en 8 par translation. 

Et ainsi de suite. ‘ 

CHLORATE DE SOUDE. 

Le chlorate de soude CIO*Na présente la tétartoédrie du sys- 
tème cubique et le pouvoir rotatoire. La maille contient 4 molé- 
cules chimiques; elles se trouvent dans 4 des 8 cubes constituant 


la maille. On a pour coordonnées dans le cube 6 en l’un des som- 


meis duquel est l’origine des coordonnées : 


Na uuu CL  vve 

OA YyINUELY VX 
On a trouvé : 

u=—= 0,071 x 90,429. 


Si les oxygènes étaient voisins du chlore dans un plan perpen- 
diculaire à l'axe ternaire passant par le chlore, les x, y, z seraient 
peu différents et l’on aurait x + y + :—36. ÿ 

C’est à peu près ce qui a lieu. 

5°. — GROUPE T.5. 

11 se déduit du groupe 2D.9 au moyen d’un axe ternaire passant 
par l’origine des coordonnées dans l'angle solide formé par les 


demi-axes positifs. Les 24 points homologues du groupe T:5 


sont donc obtenus en permutant circulairement les coordonnées 
des 8 points homologues du groupe 2D.9. 

REMARQUE. À | 

Sur les figures du $ 162 le lecteur vérifiera que l'axe ternaire, 
disposé comme il est dit, transforme un axe binaire en un axe de 
même espèce pour les rotations 0, 120°, 240°. C’est évident pour 
les groupes 2D.1, 2D.7, 2D.8, puisqu’à l’origine se coupent 
3 axes binaires de même espèce; c’est un peu plus compliqué 
pour les groupes 2D.4, 2D.9, pour lesquels aucun axe ne passe 
par l’origine. Le plus simple est de tracer les axes binaires sur 
une boîte cubique et de la faire tourner autour de la diagonale au 
bout de laquelle est l’origine. On peut encore calculer les coor- 
données de deux points d’un axe binaire à partir des figures du 
$ 162, faire la permutation circulaire et vérifier que les nouvelles 
coordonnées appartiennent à un autre axe biraire de même espèce. 

Les groupes T.r sont importants comme sous-groupes de tous 
les autres groupes cubiques. 


178. Groupes paramorphes cubiques Tz.7. 
Ils dérivent des groupes T.r par adjonction d’un centre d’in- 


‘version. 
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Les axes ne devant pas être multipliés, les centres doivent être 
sur les axes ou à égale distance de deux axes voisins; on démontre 
qu’il suflit de mettre le centre sur un axe ternaire. 

Comme il en passe toujours un par l'origine, le centre peut 


coincider avec l’origine (I), soit avec le point 5'5'5’ ([”). 
Voici les symboles des 7 groupes : 


Tii=TA,T T2=TA,N  Tis=T.2,1 Ti.iT.2,l 
FIST TO PERDRE 
On vérifie que les centres I ou [’ appliqués aux groupes T.3, 
T.4, T.5, conduisent au même résultat. | 


Le centre I transforme le point xyz dans le point #3; le centre 
I transforme le point xyz dans le point (5—x)(5—7)(5—2). 


179. Pyrite. 
Les phénomènes liés à la classe ont les éléments (hémiédrie 
paramorphe du système cubique) : 


3À. -4L; C3 (classe Ti). 


Bragg prend une molécule (VC) de formule F'S'; la fig. 222 
montre la disposition des atomes. 


e Soufre 


ee 


Fig. 222. 


Les huit atomes de fer qui sont aux sommets du cube, comptent 
pour 1; les 6 qui centrent les faces, comptent pour 3. 

Les 8 atomes de soufre sont dans le cube. 

Cet arrangement rentre dans le groupe Ti.6 qui dérive du 
groupe T.4 par adjonction d’un centre, par conséquent d’uneinf- 
nité de centres. Les axes ternaires et binaires hélicoïdaux sont 
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disposés de même dans les deux groupes. Le nombre des points 
équivalents, de 12 pour T.4, passe à 24 pour T£.6. 
Prenons les axes comme sur la figure. Les coordonnées des 
atomes de fer sont, aux translations près (5—1 :2) : 
000 coÙ cÙÛc Oco: 


Prenons uuu pour coordonnées du point 1 (fig. 222) qui est sur 
l'axe ternaire du trièdre des axes. On vérifiera que les 8 atomes 
de soufre ont les coordonnées (aux simplifications près) : 

uuu u(o—u)(s+u) (s—u)uü(s+u) (s—u)(s +u)u 
ü(s+u)(s—u) du (s+u) u(s—u) (s+u)(s—u)u. 

Pour trouver ces coordonnées sans risquer d'erreurs, on com- 
mence par fixer les z des 8 points numérotés de la fig. 223 : 

LL: 22° 39 Ua 
U ç—U (2:—u)—=u cs +u. 


2 T.=1 


TN © Axes binaires hélicoïdeux, translation T, 


_— — — plens de glissement, translation T 
Fig. 293. 


3 


Le reste va de soi; par exemple le point 3 a les coordonnées : 
(2o—u)(25—u)(25—u)=uüuuu après simplifications. 


La diagonale du cube est un axe ternaire; en effet la permuta- 
tion circulaire donne : 


Je. 1’ 


4 
u(s—u)(o+u)  (s+u)u(s—u) (o—u)(s+u)u 
A 3’ 2 


_(—u)a(s+u) (s+u)(s —u)u ü(o+u)(s—u). 


296 CRISTALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE 


En translatant convenablement les axes et en changeant au 
besoin leurs signes, on vérifiera que les diagonales des petits 
cubes qui portent un point noir, sont des axes ternaires : le mi- 
lieu admet encore 4 séries d’axes ternaires, mais qui ne se cou- 
pent pas. : 

Nous avons 3 séries d’axes binaires parallèles aux arêtes du 
cube (dirigés parallèlement aux axes quaternaires de la maille 
cubique); mais ils sont hélicoïdaux et de translation 1 :2—+. 

Nous avons 3 séries de miroirs normaux à ces axes; mais ce 
sont des plans de glissement de translation &. 

VOLUME FONDAMENTAL. 

Le groupe Ti.6 contient au maximum 24 points homologues. 
Effectivement nous pouvons découper chacun des 8 petits cubes 


en trois pyramides quadrangulaires identiques; ce que montre la 
petite fig. 222. 


180. Groupes hémimorphes cubiques Te.n. : 

Ils dérivent des groupes T.n par adjonction d’un plan de sy- 
métrie; pour ce plan S on peut prendre celui qui passe par Oz et 
bissecte l’angle dièdre formé par les plans #z et yz. 

Miroir ordinaire, il transforme le point xyz dans le point yxz : | 
les valeurs des 2 premières coordonnées sont interverties. 4 

S'il est de glissement, le glissement peut être | 

TT Ty ET, OUr—7")2;: 


dans le premier cas xyz devient (y +o)(x +o)(z +0); 
dans le second il devient {y + 5/)(x + '}(3 +0). 
On trouve 6 groupes Te.n : 


\ 


dl hat € attogt > Ed 


Te1=T.1;8(0) Te.2=T.2,5(0) Te.3—T.3,8 (0). 
Tei=TAS(). TeS—TI,5() Te6—T.5,5() 


: 
: 
| 
4 
Ë 
4 
. 
1 
| 


181. Groupes énantiomorphes cubiques O.7. 

Ils dérivent des groupes T.7 par adjonction d’un axe binaire: 
comme il ne doit pas multiplier les axes ternaires L, ni les axes 
binaires À (ils deviennent quaternaires), il doit être perpendicu- 
laire à un axe L, et à un axe À. On peut le prendre parallèle à la 
droite x+y—0, Z—0; sa détermination est complète si l’on 
donne un point par lequel il passe. ‘ 

Employons les notations de Hilton Schoenflies; posons : 


s'—1:4, 6!—1:8. 
L'axe U passe par le point 000 
U,, c'oo! 


U WI CIE 


1 5 


U, 3734 30 
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 L’axe U transforme xyz en #2, 


He Ye #2) 
| Un = rs (—y)(e— a (2) 
U, — xmyz ,.: (35 —y)(85 —r)(80 —2). 


_ Voici les groupes : 
D O1TLU Q2=TALU, O3=TJU  04=TA,U, 
Bo O5 TU OGLAU, :O2=T.AU, O8 TS,U 


182. Cuprite. 
La cuprite Cu?0 est cubique énantiomorphe (hémiédrie holoaxe). 


: 3A, 4L, 6L classe O. 
_ Sa forme commune est l’ocloèdre; mais certains cristaux prou- 
vent l’hémiédrie. 

Bragg donne l’arrangement que représente la fig 224; les ato- 


sl - "#6 à 


Lee 


Se! & ira … sur 7 FAR 


ne) 81 he cut 


O Cuivre @ Oxygène … Cuprite Cu“ 0? 
Fig. 224. 


mes d'oxygène forment un cube centré; les atomes de cuivre sont 
sur les diagonales au quart de leur longueur à partir du sommet 
le plus Voisin. 

Voici les coordonnées (5 —1 :2, «—1:4): 


à 


oxygène 000 cos 


D: cuivre clac 0 36/00/a/ | “a do 30 80 q 30: 
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De telles coordonnées sont compatibles avec les groupes. 
Tz.2, O.2, Or.4, grâce à la réduction du nombre des points homo- 
logues. Les figures de corrosion de la cuprite la montrent holoëdre: 
mais on la considère ordinairement comme énantiomorphe : d’où 


le groupe.O.2. 


183. Spath fluor (fluorine). 
La fluorine GaFP montre l’holoédrie du système cubique. 
Bragg met Ca‘Fl° dans la maille. Les atomes de calcium sont 
sur un cube à faces centrées; les atomes de fluor sont aux centres: 


des 8 cubes en lesquels la fig. 225 montre qu'on peut décom- 
poser le cube à faces centrées. 
Le groupe est Oi.5. 
Les coordonnées des points sont (5 —1:2, ;—1: 4): 
calcium 000 ooÙ 506 Ûss 
fluor 990" sc 30 85 5 30! 35 35 0! 
3 39 3s Soc sc o 5'o 39 
Ces coordonnées appartiennent aussi aux groupes Tri.3 et 0.3; 
mais ils sont éliminés par les caractères holoëdres de la fluorine. 
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1484. Diamant. 
On trouve que dans la maille cubique existent 8 atomes de car- 
bone de coordonnées : | 


000 Ocs 50c 550 
cac . © 3a da Boo Jo Bo dc o 

L'arrangement est donc le même que dans la blende (atomes de 
carbone en tous les points noirs et blancs de la fig. 220). On véri- 
fiera que les atomes de carbone projetés sur l’un des plans de 
coordonnées donnent des carrés centrés (côté 5) ou des carrés 
non centrés (côtés 5:V2). 

On admet que tous les carbones sont identiques; le carbone 
appartient donc au groupe holoëdre O.7. 


485. Chlorures alcalins. Oxyde de magnésium. 
Admettons que la maille contient Na*Cl'. 
L'expérience permet l’arrangement que montre la figure 225; 
les points noirs représentent le sodium, les blancs le chlore. 
D'où les coordonnées (5—1 :2): 


Na 000 soÙ cÙe Osc 
CI 500  O60 005 556 


: Wyckoff trouve la même disposition pour loxyde de magné- 
sium. 

Cet arrangement est compatible avec l’'holoédrie; on vérifiera 
que la symétrie reste celle du cube. 

Les 8 cubes qui forment la maille sont superposables. 

Faisons le compte des atomes. 

Poinrs Noirs. Les 8 sommets donnent 1 atome; les 6 atomes 
qui centrent les faces, en donnent 3; d'où 4'au total. 

Pornrs BLAnos. Les 12 atomes qui sont sur les arêtes, en valent 
3; ajoutons le point central : nous avons 4 atomes au total. 

Il est inutile de chercher à quel groupe infini appartient l’ar- 
rangement (il appartient à de nombreux groupes) puisque la 
théorie des groupes ne sert qu'à déterminer & priori tous les 
arrangements compatibles avec certains éléments de symétrie. 

Si nous trouvons un tel arrangement, nous sommes certains 
qu’il rentre au moins dans un groupe. 

Puisque nous trouvons une maille qui remplit lPespace grâce 
aux translations, puisqu'elle a tous les éléments de symétrie du 
cube (ce qui satisfait aux exigences cristallographiques), enfin 
puisqu'elle est conforme à l'analyse au moyen des rayons X, 
l'arrangement des atomes est admissible. : 

Nous pouvons découper le eube en 48 pyramides à base triangle 
isoscèle rectangle (VF); tous leurs sommets coïncident avec le 
centre du cube (point blanc). Il y a des points noirs aux deux 
bouts du côté inégal de la base, un point blanc à l'an gle droit. 


(CHAPITRE IX 


STRUCTURE CRISTALLINE DÉTERMINÉE PAR LES RAYONS X 


186. Position du problème. : 
Jusqu'à présent nous n'avons fait que de la Géométrie: la mé- 
thode des troncatures elle-même est qu’un procédé géométrique 
pour obtenir les 32 classes. Ce serait sortir du cadre de cet 
ouvrage que de passer en revue les travaux sur la structure des 
cristaux naturels ou artificiels déterminée par les rayons X. On 
a commencé cette étude en 1912 et le nombre des mémoires. 
publiés dépasse beaucoup le millier. Mais pour ingénieuses que 
soient les méthodes, pour intéressants qu'apparaissent les résul- 
tats, les notions mises en œuvre sont peu nombreuses et tou- 
‘jours les mêmes : il est facile de les énumérer et d’avoir une idée 
nette des expériences et des problèmes qu’elles ont posés. 

Les rayons X sont assimilables aux rayons lumineux; mais leurs 
longueurs d'onde sont de l’ordre de l’'angstrôm — 10» —10-* cm. 
Ils sont diffractés ou réfléchis, comme on voudra, par les atomes 
par hypothèse distribués périodiquement. L'intensité diffractée 
dans chaque direction (le phénomène est assimilable à la diffrac- 
üon en lumière parallèle des radiations lumineuses) permet de 
contrôler la distribution admise, à la condition de connaître la 
loi de diffraction et les grandeurs relatives des pouvoirs diffrac-' 

teurs pour les atomes d'espèces différentes. 

La théorie des groupes infinis fournit toutes les distributions 
périodiques des atomes pour un milieu cristallin de composition — 
chimique et de classe connues: d’où son importance. 

Les rayons X permettent de calculer en valeur absolue les 
translations fondamentales et de choisir entre les groupes, sou- 
vent en grand nombre, qui dérivent de la classe. 

L'expérience montre que les rayons X forment un spectre de 
raies caractéristiques de la nature de l’anticatode; dans les con- 
ditions ordinaires d’emploi leurs longueurs d'onde sont com- 
prises entre 2,5 et 0,6 angstrôms (angstrüm — 10-#cm.—10-* mi- 
cron); les intensités des raies, par suite leurs nombres, dépen- 
dent du voltage. 


En plus des raies existe un spectre continu assimilable à la 
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lumière blanche; pour faire court nous l’appellerons lumière 
blanche. | 
La théorie des quanta (voir Emission, $ 239) permet de calculer 


les longueurs d'onde. 


1487. Symétries macroscopique et microscopique des 
cristaux. 
4°. — Nous avons trouvé 32 classes et 230 groupes infinis qui 
se rattachent aux classes. Une question se pose : à quelle con- 
dition les groupes qui dérivent d’une classe, sont-ils physique- 


ment discernables ? 


La réponse se trouve dans la comparaison des grandeurs des 
translations qu'il faut ajouter aux classes pour avoir les opérations 
isomorphes des groupes infinis, avec les grandeurs mesurables 
par les meilleurs microseopes ou par les procédés de l’Optique 
proprement dite. Si le milieu est discontinu, il apparaît continu 
quand la période des discontinuités est (pour préciser) mille fois 
plus petite que ce que permet de mesurer Île meilleur mieros- 
cope. Si le dixième de micron(107* cm.) est lalimite ainsi atteinte, 
le milieu est continu à supposer la période des translations de 
l’ordre du millième de cette quantité (10 cm. — l'unité angstrôm). 

Les plus petites longueurs d’onde de lOptique proprement 
dite étant de l’ordre du dixième de micron, si les strates que 
donnent les plans de glissement ou les-axes hélicoïdaux sont 
mille fois plus minces, les phénomènes optiques seront dus à la 
moyenne des propriétés de ces strates : il'est impossible de dis- 
tinguer les divers groupes qui dérivent de la même classe. 

Tout cela revient à dire que pour les phénomènes macroscopi- 
ques (les angles des faces, les paramètres cristallographiques) ou 
microscopiques, que pour des phénomènes de l’Optique propre- 
ment dite, les axes hélicoïdaux et les axes ordinaires, les miroirs 
et les plans de glissement sont indiscernables. : 

Par exemple pour étudier la conductibilité calorifique d’un 
cristal quaternaire, laillons une lame normale aux axes quater- 
naires, recouvrons-la d’une couche de cire; chauffons un point. 
La figure donnée par la cire fondue possède un axe quaternaire 
ordinaire, que la structure admette ou non des axes quaternaires 
hélicoidaux associés à des axes binaires ordinaires ou hélicoi- 
daux. En effet si l'axe quaternaire ordinaire n’existe pas dans 


chaque plan considéré isolément, il existe pour la moyenne des 


Propriétés. >. 

2%, — Cette impossibilité de distinguer les groupes dérivant 
d’une même classe tant qu'on s'adresse aux phénomènes précé- 
dents, explique le nom d’isomorphes donné aux opérations qui 


ne diffèrent que par des translations. On comprend pourquoi les 


groupes infinis ont été si longtemps considérés comme une spé- 
culation géométrique sans intérêt physique. 
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Les choses ont changé de face quand les rayons X dont les lon- 
gueurs d'onde sont du même ordre que les translations, ont per- 
mis de distinguer les groupes; les phénomènes sont ceux de 
l’'Optique proprement dite, mais à une échelle mille fois moindre. 
Les diverses stratesagissent indépendamment les unes des autres, 
non plus par leur moyenne. D'où l'importance que la découverte 
de Laue (1911) donne à l’étude des groupes. 

Heureusement le classement des groupes était achevé depuis 
vingt ans (Schoenflies, 1891). 

3. — Il est aujourd’hui de bon ton d’affecter un souverain 
mépris pour l’Optique classique parce qu’elle admet la continuité 
du milieu; une distinction est cependant nécessaire. La disconti- 
nuité de la matière est une notion antique, mais qui n’a de base 
expérimentale solide que depuis une cinquantaine d'années ; per- 
sonne n’en conteste l'intérêt. Mais l’échelle de cette discontinuité 
pour les solides est beaucoup plus petite que les longueurs d’onde 
usuelles de l’Optique classique ; d’où suit que par rapport à cette 
Optique tout se passe comme si le milieu était continu: seule 
intervient la moyenne de ses propriétés. 

Fixons les idées au moyen des axes hélicoïdaux. On sait qu’un 
empilement régulier de lames isotropes d’épaisseurs non très 


petites jouit du pouvoir rotatoire. Or tous les groupes qui admet-” 


tent des axes hélicoïdaux, donnént en définitive de tels empile- 
ments; cependant le pouvoir rotatoire n’existe que pour une très 
petite fraction de ces groupes. C’est qu’en effet l'épaisseur des 
lames ainsi empilées est de l’ordre de 10-*cm., c’est-à-dire beau- 
coup plus petite que les épaisseurs des lames capables de faire 


tourner la vibration lumineuse d’une quantité appréciable. Si la 


distribution des atomes n’a pas la symétrie holoaxe compatible 
avec le pouvoir rotatoire, le milieu n’a pas ce pouvoir malgré 
l’existence d’axes hélicoïdaux. 

Inversement les axes peuvent être ordinaires etle pouvoir rota- 
toire exister, si l’arrangement possède une symétrie convenable. 
.. L’Optique classique ‘est donc bien fondée en considérant le 

milieu comme continu. Mais elle introduit des paramètres qu’il 
est légitime de relier à la Structure interne, à la discontinuité du 
milieu; ils dépendent de la distribution des noyaux positifs et de 
leur cortège d'électrons, pour employer le langage moderne. 

Certes il serait intéressant de calculer les paramètres de POp- 
tique classique à partir de la structure déterminée par les rayons 
X; mais ces essais, qui ne datent pas d'hier, ne changeront rien 
aux faits connus; ils en fourniront une explication. 

Ce que je dis de l’Optique, peut être répété pour l'Elasticité. 
On sait depuis longtemps que l’acier ou la fonte ne sont pas des 
milieux continus; cependant on leur applique une théorie qui 
admet la continuité; c’est légitime, pourvu que les volumes con- 
sidérés soient grands devant la période des discontinuités qui est 


“ 
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ici micro, parfois macroscopique. L’absurdité serait d'appliquer 


la théorie de l'Elasticité à des fragments de l’ordre des disconti- 


nuités. 

Pour un milieu en apparence continu les paramètres élastiques 
x et L dépendent de la structure. Qu’on les calcule à partir de 
cette structure, sera du plus vif intérêt, mais ne Ho rien à 


théorie de l’ Plastoites 


Au reste pour les cristaux cubiques (seuls étudiés d’une ma- 
nière à peu près complète), on trouve les arrangements les plus 
divers, malgré l’isotropie optique (surface d’onde sphérique); 
preuve que les propriétés relatives à l'Optique ordinaire ne dé- 
pendent qu'en moyenne de l’arrangement des atomes. 

J'ai donné ci-dessus les arrangements admis pour les atomes 
de quelques cristaux. Montrons sur quelles Det sont basées 
ces déterminations. 

Pour la théorie de la diffraction des rayons X on se reportera 


au chapitre XVI du cours /nterférences. 


188. Nombre d’atomes dans la maille. 
1°. — Le volume de la maille (unit cell des Anglais, volume 
complexe) est déterminé par les translations fondamentales. 
Soit M la masse moléculaire du corps deformule A2BÊCTY... qui 
forme le cristal; soit à sa densité. 
Soit N—6, 062. 10° le nombre d’ Avogadro- Ampère. 
La masse M contient N (x + 8.+ ++...) atomes. Son volume est 


. M:5; le volume occupé par & + 6 + y +... atomes est M :5N. 


Le milieu étant périodique, la maille doit nécessairement con- 


… tenir «+6 + y—+... atomes, ou un multiple 9T de ce nombre. 


J'évite de parler de molécule chimique, on verra plus loin 


pourquoi. 
Soit Q le volume de la maille; on a donc à 
Q MT à 650 9 10-». 
oN ÿ 


2. —— Appliquons au sel gemme NaCl. 
Soit « la longueur du côté de la maille cubique. On a : 


a—VQ—1,182.107 MAT : 3; 
M—23 +35, no bed do M = 2721; 
a—3,555. 10 Y9L. 


Si par un procédé quelconque nous mesurons a, nous aurons 9. 
Pour Le sel gemme,on trouve : M a 5,642,107*, 
La maille contient äonc 4 atomes de sodium et 4 atomes de 


_ chlore. 


3. — Le quartz SiO? a pour masse moléculaire M—60. 
La densité est o—2,65; d’où: M:5—22,64. 
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Supposons le réseau sénaire; soit c la hauteur, a la longueur … 
des translations sur le plan perpendiculaire, longueur des côtés : 
à 120° du losange de base. 

L'aire du losange est a?ÿ3:2; le volume Q de la maille est : 

ac V3 :2 —0,866 a°c. : 

Les mesures cristallographiques donnent : c—1,10.a. 

D'où le volume :  Q—0,953a°—0,716.c. 

Nous devons écrire : 


VO — 0,984 a —0,895c—1,182,10-"YMAT:S. 
Substituant à M:3 sa valeur, il vient : 
a—3;40.107 96, A 


Sipar un procédé quelconque nous déterminons a,nousavonsIT. 

Bragg trouve 9t—3; la maille contient 3 atomes de silicium et 
6 d'oxygène. D’où : a—4,90.107$. ne 

4°, — Le sulfate de baryum (barytine, SO*Ba) cristallise dans le 
système orthorhombique : 


ta: b:c=—0:8182 : 1 : 1,3136. 2: 10 
| 


La masse moléculaire est : M—233, la densité est 3—4,49: 
d’où £M:3—51,9. D'où le volume de la maille : 


Q=abc=85, 6690107. 
Les rayons X donnent (en angstrôms=— 10cm.) : 
AE 8,09, 4 DS, So 3; aber. 
O1: 85,64%<4—342,6, IN—4. 
On a : ds Die = 1030-14; 191, 


d'accord avec les données cristallographiques, à la condition de 
doubler le paramètre 4, ce qui est toujours permis. 

La maille ‘ontient 4 atomes de soufre etde baryum, 16 d'oxygène. 

9°. — En définitive, grâce à la connaissance du nombre N d’A- 
vogadro-Ampère, nous tirons le volume de la molécule chimique 
de la formule chimique (masse moléculaire) ét de la densité. 

-La maille contient 9—1, 2, 3, fois le nombre d’atomes 
indiqués par la molécule chimique; du corps de formule 
A%BÊCY. ., elle contient T4 atomes du corps À, 98 du corps B: 

On convient de dire qu’elle contient % molécules chimiques, 
sans préjuger l'existence de ces molécules dans le milieu cristal- 
lisé ($ 200). 

SOC cst connu, nous avons le volume Q de la maille, par suite 
ses dimensions grâce aux données cristallographiques qui la 
fournissent à l'échelle près. En fait 9 est déterminé par les spec- 
tres obtenus à l’aide d’un faisceau monochromatique de rayons X 
de x connu. | 
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REMARQUE. 

Si nous admeitons une distribution des atomes, par exemple 
pour le chlorure de sodium, {au nombre entier 9T près qui reste 
à déterminer) nous pouvons calculer la distance des plans réflec- 


teurs, par suite la longueur d’onde des rayons X utilisés. 


La théorie de Planck fournit cette longueur d'onde; l’égalité 
des longueurs d’onde déterminées indépendamment par les deux 
méthodes est une précieuse vérification des hypothèses. 


489. Distribution des atomes dans la maille. 
Du corps A:BÊCY..., supposons que la maille contienne 91 ato- 
mes du corps À, 9t6 du corps B... Quand la Cristallographie fixe 
la classe du cristal (ce qui n’arrive pas toujours), on connaît les 


_ groupesinfinis entre lesquels le choix doit porter. 


Alors intervient le tableau des coordonnées des points homo 
logues. 

Pour fixer les idées, dans une maille appartenant à un réseau 
cubique, Hendricks et Wyckoff sont conduits à mettre 16 molé- 
cules de métaphosphate d'aluminium Al(PO*) ; dans la maille: 
existent donc 16 atomes d'aluminium, 48 de phosphore, 144 
d'oxygène. Ils choisissent le groupe Te. 6 qui contient : 

des arrangements de 12 points homologues, 

un arrangement de 16, 

un arrangement de 24, 

un nombre infini d'arrangements de 48. 

Il est admissible (sous ce rapport) puisqu'on pourra loger les 
atomes d'aluminium (positions imposées), les atomes de phos- 
phore en une série, les atomes d’oxygèneen3 séries; les positions 
de ces atomes sont à priori arbitraires. 

Pour déterminer complètement les positions des atomes de 
phosphore et d'oxygène, manquent 12 paramètres. En effet cha- 
que arrangement de 48 points homologues étant le plus général 
du groupe dépend de 3 paramètres; comme nous avons par hypo- 
thèse un tel arrangement pour le phosphore et 3 pour l'oxygène, 
restent bien 12 paramètres à déterminer. 

De ce qui précède il ne faut pas conclure que la simple con- 
naissance du nombre des atomes contenus dans la maille fixe le 


“groupe; il existe de nombreux groupes cubiques qui permettent 


de loger simultanément 16, 48 et 144 atomes. 

Pour fixer le choix, les données cristallographiques donnent 
quelques renseignements; en particulier elles permettent souvent 
de fixer à quel réseau appartient le groupe. Le groupe Te.6 sup- 
pose le réseau IF (ou [ suivant les notations) du cube centré 

Le groupe O.8 qui dérive du même réseau, admet aussi des 
arrangements de 16 et de 48 points. 

On est done conduit à invoquer l’absence de certains spectres, 
plus généralement les intensités relatives des divers spectres. 

20 
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Ce cas complexe montre comment se pose le problème. 


Il faut déterminer le nombre 9T de molécules chimiques qui se 


trouvent daus la maille, passer en revue tous les groupes qui 
satisfont aux données cristallographiques et qui permettent l’ar- 
rangement des atomes, choisir entre ces groupes grâce aux inten- 
sités relatives des divers spectres, enfin déterminerles paramètres 
qui fixent les positions des atomes, quand elle ne sont pas impo- 
sées par la réduction du nombre des points homologues. Mal- 
heureusement tout cela est impossible dans les cas complexes. 


190. Réduction du nombre des points homologues. 
1°. — De la réduction du nombre des points homologues résulte 
une conséquence fondamentale. Supposons le cristal du système 
cubique et qu’il faille loger 8 atomes dans la maille. Parmi les 


dispositions possibles se trouve la suivante notée 8a par Wyckoff : 
P P P F 


uuu uuu  (u+co){(u+o)(u +o) l (s—u)(s + u)(s —u) 
uuu : uuu  (u + 5)(s —u)(s—u) (s—u)(s — u)(s + uw). 


Or on la trouve dans le groupe tétartoédrique T.3 et dans les 
deux groupes hémimorphes Te.3 et Te.4. 

Si nous supposons aux atomes la symétrie de la ce nous 
devons considérer l’édifice comme hémimorphe; à supposer que 
les atomes des autres espèces soient au nombre de 2 ou de 4 {les 
groupes précédents admettent naturellement les réductions obte- 
nues en donnant à w des valeurs particulières), on n’explique 
pas que l’édifice soit tétartoèdre. 

S’il est démontré tétartoèdre par les propriétés moyennes (par 
les figures de corrosion en particulier), nous devons abandonner 
l'hypothèse que les atomes ont la symétrie de la sphère 

En cela ne consiste pa$ une lacune dans la théorie des groupes ; 
l’indétermination du choix du groupe d’après la position des cen- 
tres des atomes est levée par la symétrie qu’on doit attribuer 
aux atomes. 

- 2. — Soit comme exemple le sel gemme NaCI et le sylvine KCI. 
On adopte pour NaCI le groupe O£.5 cubique holoëdre. 
Comme les rayons X montrent que dans le VC se trouve 

Na‘Cl', on est conduit à prendre les coordonnées : 


Na 000 550 0 Ocs (4b) 
el Cyoxe) c00 050 00 (4c) 


compatibles avec ce groupe. 
Les rayons X conduisent à la même disposition des atomes 
pour la sylvine, que cependant les figures de corrosion montrent 


de symétrie énantiomorphe; par conséquent elle appartient à un 
groupe O.n. 


Aucune contradiction, puisque le groupe O.3 contient ie mêmes 


C 


| 
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réductions 4b,4c. On est seulement forcé d'admettre que l’hé- 
miédrie énantiomorphe, qui n'appartient pas à la distribution des 
atomes considérés comme points, est due à la symétrie propre 
des atomes. 

Il est impossible de se tirer d'affaire en invoquant le manque 
de précision des expériences. Si nous déplaçons légèrement les 
atomes de la sylvine, le nombre des points homologues passe à 
8, 24, 32, 48, 96. Mais puisque par hypothèse nous n'avons que 
4 atomes de chaque espèce à loger, leurs positions sont im- 
posées. . 

3°, — Autre exemple : la cuprite Gu?0. 

Les rayons X montrent que le VC contient Cu‘O?. 

On range la cuprite dans le groupe holoëdre Or.4; on donne 
aux atomes les coordonnées : 


oxygène . 000 560 (2a) 
cuivre c'a'o 3c 30'c 3 o dc c Ac 80 (&e) 

Mais la cuprite semble énantiomorphe {classe O). 

Aucune contradiction puisque le groupe O.2 contient les 
mêmes réductions 24, 4e. 

On est bien forcé d'admettre que l’énantiomorphie, qui n’ap- 
partient pas à la disposition des atomes considérés comme points, 
est due à la symétrie propre des atomes. 

4°. — Ces considérations qui sont, non pas d'exception, mais 
de règle, s'appliquent chaque fois que le nombre d’atomes de 
même espèce à loger dans le VC est inférieur au nombre des 
opérations. Autant dire qu’elles s'appliquent toujours pour l’ho- 
loédrie cubique, les points homologues des groupes Ov.L:10722 
Oz.10 étant : 


418,48, 48, 48, 199, 192, 192, 192, 96, 96. 


191. Détermination de la classe. 

1°. — Diverses MÉTHODES POUR DÉTERMINER LA CLASSE, 

Ordinairement la classe est déterminée par les faces du cristal; 
par exemple si Le cristal possède d'habitude les faces du tétraèdre 
régulier, il est de la classe T. 

Mais il arrive que les faces du cristal présentent une symétrie 
supérieure que démentent les autres propriétés physiques : 

pyro-électricité, piézo- -électricité, 

polarisation rotatoire, 

spectres pour les rayons X, 

figures de corrosion par l’action momentanée des solvants, 

formes cristallines obtenues par une cristallisation rapide, ou 
troublée par des impuretés dans la solution mère. 

Malheureusement ces critériums fournissent parfois des résul- 
tats contradictoires. 
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C 


2%, — Wyckoff pose le problème sur le chlorure d’ammonium 


AzH'CI. Fe 
Les rayons X mettent une molécule de chlorure dans la maille 


et indiquent les coordonnées suivantes pour les atomes : 
CI 666; Az 000; 
H  uuu  uuu  uuUu  Uuu. 
Or ces coordonnées ne sont compatibles qu'avec les groupes 


T.l et Te.l; ce qui impose au chlorure d'ammonium une symétrie 
cubique très incomplète (3A 4L* ou 3A 4L* GP). 


Cependant les figures de corrosion et les faces observées con- 


duisent à la classe O qui n’admet pas la distribution des atomes 
représentée par les coordonnées précédentes. 

Précisons en quoi ce cas diffère du $ précédent. 

Quand les rayons X laissent le choix entre deux classes de 
symétries différentes, rien n'empêche de choisir la symétrie infé- 
rieure en invoquant la dyssymétrie des atomes. En particulier 
pour le chlorure d’ammonium leur disposition est compatible 
avec les classes Te et T; si les autres phénomènes indiquaient la 
symétrie inférieure T, on en serait quitte pour dire qu'elle est 
imposée par les atomes. 

Mais les rayons X conduisent à une symétrie qui est au plus 
Te tandis que les figures de corrosion et les faces observées im- 
posent la symétrie incompatible O; la contradiction est manifeste. 

3°. — D'où la question : que valent le développement des faces 
et les figures de corrosion pour la détermination de la classe ? 

Jusqu'à présent quand les diverses méthodes (les rayons X 
exceptés) conduisaient à des classes différentes, on attribuait au 
cristal la symétrie inférieure, en invoquant le principe que rien 
n'empêche certains phénomènes de montrer une pseudosymétrie. 
Ce postulat était la conséquence naturelle de l'importance attri- 
buée à la notion de système cristallin. Pourvu qu’on restât dans 
le même système, il semblait possible qu'un cristal présentât 
pour les divers phénomènes les symétries diverses compatibles 
avec ce système. , 

Pour la notion de groupes infinis et pour les rayons X l'é- 
chappatoire disparait. Certes les rayons X laissent encore une 
indétermination dans la classe, puisque le même groupement 
d’atomes (quand leur nombre n’est pas le plus général) est com- 
patible avec plusieurs classes. Mais, comme nous venons de le 
voir sur le chlorure d’ammonium, certains groupements d'atomes 
imposent certains groupes infinis et excluent les autres; la notion 
de système perd la majeure partie de son importance. 


192. Détermination des dimensions de la maille. 
1°. — Par les atomes nous pouvons toujours faire passer une 
série de plan P parallèles à un plan de caractéristiques quelcon- 
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ques grs. De la périodicité du milieu résulte que ces plans se re- 
produisent périodiquement avec une équidistance normale D que 
le $ 54 permet de calculer. Peu importe pour l'instant la distribu- 
tion des plans diffracteurs dans la période D. 

Soit x la longueur d'onde des rayons utilisés. 

Tout se passe comme s'ils se réfléchissaient sur les plans P; 
mais l'amplitude refléchie n’est sensible que si l'on a : 


ki —20D sin06; (1) 


k est un entier (ordre du spectre); 8 est le complément de l’angle 
d'incidence; 26 est l'angle des rayons réfléchis avec les rayons 
incidents. | 

La production du spectre ne dépend que de la période D des 
plans réflecteurs; son intensité dépend du nombre et de la 


nature des atomes distribués sur tous les plans P qui constituent 


la période. 

En définitive nous pouvons raisonner comme s'il s'agissait 
d’une réflexion sur les plans P : le rayon réfléchi est donné par la 
loi de réflexion; mais l'amplitude réfléchie n’est sensible que si 
la condition (1) est satisfaite. 
2, Les translations fondamentales étant données ainsi que les 
caractéristiques grs du plan auquel les plans P sont parallèles, le 


$ 54 nous apprend à calculer l’équidistance D, des plans grs (dis- 
tance d’un plan grs au plan limitrophe). 


La période D qui peut être D,, peut aussi bien être un sous- 
multiple de D, (D,—=pD, p entier); ce que la fig. 225 rend évident: 
deux plans qui ne sont pas cristallographiquement équivalents, 
peuvent l'être pour les phénomènes qui nous occupent. 

Reprenons la fig. 225 qui correspond à la structure du chlorure 
de sodium. 

Les points noirs et les points blancs représentent des atomes 
d'espèces différentes. Pour les faces 100 la période spatiale réti- 
culaire D, est le côté du cube; mais les plans équidistants de 
D—D, : 2, ayant le même nombre d’atomes de chaque espèce par 
unité d’aire, sont équivalents au point de vue de la diffraction (ou 
de la réflexion, comme on voudra); par suite l’équidistance D qui 
entre dans la formule (1) et qui détermine les angles 6 pour les- 


quels Pamplitude réfléchie n’est pas nulle, est égale à D, : 2. 


A la vérité comme conséquence de la formule : 
A—(2D :k)sinô—(2D, :p#)sine, 


nous pouvons considérer un spectre d'ordre # pour la période D 


comme d'ordre pk pour la période D, qui résulte des translations 


fondamentales. Les spectres fournis par les faces 100 du sel 
gemme seront donc d'ordre { ou d’ordre 2 suivant qu’on choisit 
la période D ou la période D,. 

Pour systématiser les calculs on considère toujours la période 
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D, déduite des translations fondamentales, période qui sera dési- 


gnée par la lettre D (c’estle À du $ 54) Il ne faut pas oublier cette 
convention pour comprendre que les spectres d'ordre impair sur 
les miroirs parallèles au plan 100 du sel gemme ont une intensité 
nulle. Pour le spectre d'ordre 1 par exemple, pour les plans con- 
sécutifs d’équidistance D,:2 qui ont la même distribution d’a- 
tomes à une translation près, les mouvements envoyés par les 
impairs ont la même phase, mais qui diffère de r de la phase 
commune aux mouvements envoyés par les pairs. 
3. — Mérnope DE BRAGG. | 
Supposons le cristal C disposé sur un support S monté sur.un 


S 
. — 
E £ cristalline Plaque 
sensible 
Support 
S 
=] 


Fig. 226. 


axe vertical; une came tournant autour d’un axe vertical avec une 
vitesse angulaire constante, impose au cristal un mouvement 
alternatif très lent de vitesse angulaire à peu près uniforme. 

Les rayons X monochromatiques forment une lame verticale 
déterminée par des fentes percées dans deux écrans de plomb. 
Ils tombent sur la face du cristal réglée verticalement, sont 
réfléchis et impressionnent la plaque sensible II quand la condi- 
tion (1) : #x—2Dsin6, est satisfaite. 

a) Ne considérons d’abord que les plans P à peu près parallèles 
à la face du cristal. Quand il tourne entre l'incidence rasante 
et l'angle 30° pour fixer les idées, on traverse les angles 6 qui cor- 
respondent à la condition (1) pour les spectres des divers ordres 
relatifs aux plans P de période D. Lors.de ces t'aversées la plaque 


+ 
1 
| 
| 
| 
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est impressionnée par les rayons réfléchis qui font avec les inci- : 
dents l’angle 26. D'où un spectre dit principal dont les raies 
normales au tableau ont leurs milieux dans le tableau. 

Il suffirait évidemment de faire tourner le cristal une seule 
fois, mais assez lentement pour que les rayons réfléchis eussent 
le temps d’impressionner la plaque. Il revient au même de le faire 
tourner plus vite, à la condition de recommencer l'opération un 
grand nombre de fois : d’où le mouvement alternatif imposé par 
la came. 

Pourvu que le cristal ne soit pas trop absorbant, rien n'em- 
pêche d'obtenir dans la bande principale les spectres des plans 
réflecteurs non parallèles à la face du cristal, mais en zone avec 
l'axe de rotation (par hypothèse parallèle à la face du cristal). 

b) Dans la rotation du cristal le faisceau incident peut tomber 
sur des plans P qui ne sont pas en zone avec l'axe de rotation, 
dans des conditions où l'intensité réfléchie est sensible. D'où des 
spectres dits secondaires qui se trouvent au-dessus ou au-dessous 
du spectre principal; ils correspondent en effet à des miroirs P 
qui ne sont plus normaux au tableau. 

Si à désigne l'angle du faisceau incident avec ces plans, la con- 
dition : AÆ\—2Dsina, est satisfaite 

La difficulté d'interprétation des spectres secondaires vient de 
ce que l'angle 4 ne se déduit pas d’une manière simple de l'angle 

6 que font les rayons incidents avec la face du cristal. 

Je ne puis insister; je parle des spectres secondaires pour 
montrer que les plans réflecteurs ne sont pas nécessairement 
parallèles à la face du cristal sur laquelle tombent les rayons, ce 
qui résulte au surplus des photogrammes de Laue. 

En nous bornant aux plans parallèles ou sensiblement paral- 
_léles à la face cristalline utilisée, la méthode de Bragg permet 
de déterminer la période D de ces plans si l’on connait l’ordre 
du spectre et la longueur d'onde des rayons utilisés. 


193. Photogrammes de Laue. 
1°. — Des rayons X formant un mince pinceau de lumière 
blanche limité par deux petits trous percés dans des plaques E 
de plomb, tombent sur une lame cristalline (épaisseur 0,1 à Imm.) 
et donnent sur la plaque sensible II une série de taches qu'il s’a- 
git d'interpréter. 
Puisque nous pouvons raisonner comme s’il s'agissait de ré- 
flexions, pour qu'il existe une tache en D dans la direction CD 
qui fait l'angle 29 avec les rayons incidents, il faut une série de 
miroirs P normaux au tableau. Il faut de plus que la période D de 
ces miroirs satisfasse à la condition : Æx—2Dsin0. (1) 
Par les atomes qui constituent le cristal, on peut faire passer 
une infinité de plans parallèles entre eux et au plan réticulaire 
de caractéristiques grs quelconques; ils déterminent une période 
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D dont la valeur est comprise entre une limite supérieure et zéro. 


Pour chaque série de plan P l’angle6est déterminé par l’orien- 
tation de la lame. Puisque par hypothèse la limière est blanche, 
la condition (1) peut être satisfaite pour un grand nombre de 
plans P; d’où un grand nombre de taches. Ce’ nombre est limité 
parce que l'intensité réfléchie n’est sensible que si les plans Ê 
contiennent un nombre suflisant d’atomes par unité d'’aire, et si 


>  fayon 
Zncidert 


le-spectre n’est pas d’ordre trop élevé (4 assez petit; l'intensité 
décroît en effet approximativement en raison inverse de:#2)"21 
faut enfin que 4x: 2D soit <1. 


2°. — TACHES RELATIVES À DES PLANS. P EN ZONE. 


Sur le cliché les taches relatives à des plans P en zone {plans 


parallèles à une droite CZ) se disposent sur des ellipses. 


En effet soit CZ l'axe de la zone. Comme il ne s’agit que de 


directions, par CZ menons le plan MP parallèle aux plans P qui 
appartiennent à la zone. Le rayon incident CA prend après ré- 
flexion la direction Ca symétrique de CA par rapport au plan P. 

Traçons la sphère de centre C et qui passe par À; quand P 
tourne autour CZ, la trace a du rayon réfléchi décrit un petit cer- 
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cle d’axe CZ; les rayons réfléchis forment un cône circulaire. Il 
coupe le cliché suivant une ellipse sur laquelle se trouvent les 
taches qui résultent de la réflexion sur tous les plans grs, en zone 
avec CZ, pour lesquels la condition (1) est satisfaite et qui con- 
tiennent assez d’atomes par unité d’aire pour que l'intensité ré- 
fléchie soit sensible. 

Le K 117 bis apprend à calculer le diamètre du cercle projection 
Stéréographique du petit cerele de la sphère, à partir du grand 
axe de l’ellipse sur laquelle se trouvent les taches. En définitive 
le photogramme de Laue transformé stéréographiquement se 
compose de cercles qui passent tous par le point A; les taches 
transformées se trouvent sur ces cercles. 

3 — SYMÉTRIE DES PHOTOGRAMMES. 

Les photogrammes sont les mêmes pour toutes Les classes qui 
sont les sous-groupes finis des classes centrées. Cela revient à 
dire que pour ce qui nous occupe, les plans P n’ont ni envers ni 
- endroit, ils réfléchissent de même par leurs deux faces. 

Le tableau suivant donne les 11 groupes centrés etles 21 grou- 
pes non centrés pour lesquels les phénomènes sont les mêmes. 


Groupes centrés (11) Groupes non centrés (21) 
1Ci É LC 
2C: Ca 
2Dc 2e, 2D 
3Ct 0 
3Dz À TMS) bi 
Cr Ac, 4C 
Di Ad, 4e, 4D 
6Ci 6c, 6C 
6Di k 6d, 6e, 6D 
"Et RL 
- Où Le, -O: 
4°, — Les photogrammes de Laue sont obtenus en lumière 


blanche; le voltage excitateur du tube doit être de l’ordre de 50 à 
60 kilovolts: de manière que le spectre continu soit assez intense. 
. Montrons que la « lumière » doit être blanche. 

En effet si la radiation était monochromatique, la relation : + 


2D sin 6 (1) 


ne serait satisfaite que par hasard, puisque pour chaque plan 
réticulaire grs (D donné), l'angle 0 est déterminé par l’orienta- 
tion de la lame cristalline par rapport au rayon incident. Au con- 
traire si la lumière est blanche, les plans grs réfléchissent la ra- 
diation dont la longueur d'onde correspond à leur période D. 
D'où la conséquence suivante. Faisons tourner la lame de ma- 
nière que l'angle 6 devienne 6 + A6; le rayon réfléchi tourne de 
l'angle 246 : es taches relatives au plan qrs subsistent; déplacées 


kk=—= 


\ 
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de l’angle 2A6, elles sont produites par des radiations telles qu’on 
ait : ki (x + AX)—2D sin (6 + A6). 


194. Analyse des poudres cristallisées. 


1°. — Dans la méthode spectrométrique de Bragg on utilise … 


une seule lame et des rayons monochromatiques; pour que la 
condition de réflexion sensible : 


Ei—2D sin 6, (L) 


soit satisfaite pour des plans grs de période D, l’angle 6, par suite 
l'orientation de la lame, doivent avoir une valeur bien déter- 
minée. : : 

Dans la méthode de Laue on utilise une seule lame et de la 
lumière blanche; la relation (1) peut alors être satisfaite pour un 
grand nombre de plans P. | 

Dans la méthode de Debye on utilise des rayons monochroma- 


tiques, mais un trés grand nombre de « lames » d'orientations … 


quelconques, constituées par des poudres fines dont les dimen- 
sions sont de l’ordre de 0,01 mm. Dans ces conditions il existe 
toujours des grains orientés de manière que sur les plans P de 
période D les rayons tombent sous l’angle 6 qui satisfait à la con- 
dition (1) de réflexion sensible. | 

Pour simplifier imaginons que le rayon tombe sur une lame 
mince de poudre et que le cliché soit disposé au delà normale- 
ment au rayon. À chaque période D correspondent une déviation 
29, par suite sur le cliché une bande circulaire noire, intersection 
du cône de demi-angle au sommet 26 avec la plaque sensible. La 
mesure du diamètre de ce cercle permet de calculer 9 par suite 
D, si l’on connaît la longueur d'onde et l’ordre Æ du spectre. 

2°. — En fait on utilise un faisceau laminaire, un petit cylindre 
de poudre agglomérée avec une matière amorphe ou contenue 
dans un étui de papier, enfin une pellicule sensible cylindrique : 
les angles 0 sont immédiatement connus jusqu’à des valeurs no- 
tables. - 

On détermine ainsi la série des périodes D pour les plans grs 
tels que D':Æ<x:2. 

Connaissant la série des équidistances, on peut déterminer les 
caractéristiques grs des plans réflecteurs. 

Si le cristal est cubique et de côté à,, on a : 


EAVQ® +r+Ls—2.a,sine. 
90 


3°. — Pour fixer les idées sur l’emploi des poudres, voici un 
exemple tiré d’un mémoire de James et Wyckoff sur le métaphos- 
phate d'aluminium (cristal cubique). Le tableau donne les sinus 
des angles 6 observés, leurs carrés, les indices grs des plans P 
sur lesquels ont vraisemblablement lieu les réflexions. Les 
inverses des carrés des périodes D correspondantes sont propor- 
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tionnelles à g?-Lr?+s°; la longueur d'onde À demeurant inva- 
riable, le quotient sin°0 : À?(q? + r° + s?) doit être constant. 


sin 0.10? sin?6.10* qrs gp +ri+s lo UT 


8,13! 66,1 310 10 1  6,61.10< 
9,61 92,4 321 14 1.176.240 
10,43 108,8 100 1 4 … 6,80 
11,55 le NAT 5 20/1 8,67 
12,21 149,1 399. 29 1: 6,78 
13,18 173,7 510 26 1 6,68 
431 26 1 | 6,68 
14,29 204,2 521 30 1 : 6,81 
15,18 230,5 433 34 L'Srbe 
530 34 1 OUR 
16,08 2584 ‘- 611 38 1 6,80 
532 38 1 6,80 
18,07 326,6 tt 48 z 6,80 
19,01 361,5 721 54 1: 7670. 


‘En moyenne et grâce au choix convenable de k, les nombres 
de la dernière colonne sont à peu près les mêmes: nous sommes 
donc certains que le réseau cubique convient. 

Connaissant À:24,, 4, s’ensuit Si À est connu. 

Nos auteurs utilisaient les rayons K; du mobybdène : 


x—0,7078.10#; d’où a—13,63.10* en moyenne. 
On a pour le phosphate : 
M—=264,5: —2,11 :.M:5—97,6. 
D'où : de 5,44: 10. VIT. 
Pour DC AQU, 


Par suite la maille contient 16 molécules chimiques. 


._ 195. Mesure des intensités. 
1°. — Avec un faisceau issu d’une fente mince et de longueur 
d’onde x, obtenons un spectre d’ordre . Il s’agit de déterminer 
l'énergie réfléchie. Elle n’est pas réfléchie dans une direction 


__ unique; la direction 6 déterminée par la formule : 


ki—2D sin6, 


correspond au sommet d’une courbe en cloche due en majeure 
partie au non-parallélisme des rayons incidents; les angles 0 sont 


en abscisses, les énergies en ordonnées. L'énergie réfléchie ne 


s'’annule pratiquement que pour des angles qui diffèrent de 9 (en 
plus ou en moins) de quelques minutes. L'énergie totale est à un 
facteur près égale à l'aire de la courbe en cloche. 

_ Pour la déterminer faisons tourner la lame avec une vitesse 
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angulaire constante vw extrémement petite, de manière à parcourir 
les angles voisins de 9 pour lesquels la réflexion subsiste. Rece- #3 
vons les rayons dans une chambre d’ionisation remplie d’air, 2 
déterminons l'ionisation totale E (nous verrons comment); elle-. 
est d'autant plus grande que la vitesse angulaire est plus petite: 
à un facteur près Ew mesure la quantité que nous cherchons. 
Pour éliminer l’intensité du faisceau. utilisé, déterminons l’ioni- 
sation I pour le faisceau direct envoyé pendant une seconde. Le 
rapport : R—Ew:1, caractérise le pouvoir réflecteur de la face. 
On peut encore définir le pouvoir réflecteur au moyen d’un 
spectre type, par exemple le spectre du second ordre d’une face #4 
100 d’un cristal de sel gemme. À 
Faisons la même opération sur ce cristal; on a : 20 
1 DR 2. 
L’intensité I est éliminée. ; 
Pour obtenir des effets sensibles, la vitesse angulaire w doit … 


VIII Plomb °4 


£lectromèetre 


— 


Electrodes isolées 


100 vo/ts 


Terre 


Fig. 228. 


être extrêmement petite; il est plus commode de l’exprimer en 
fonction de la seconde d’arc. SE 

Pour 6—1, le cristal met 60 secondes à tourner d’une minute 
angulaire. 

Le cristal est porté par un bras sur le bout duquel agit la pointe 
d’une vis micrométrique qui tourne avec une vitesse constante 
et petite. Pour un pas de 0,5 mm. et un bras long de 20 cm., un 
tour de vis correspond à la rotation du bras 0,0025—515 secondes 
d'arc. Si la vis fait un tour en 100 secondes, la rotation est de 
5,15 secondes d'arc par seconde de temps (w—5,15). 
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2, — EXxPÉRIENCES. 

Les rayons réfléchis ou directs entrent dans la caisse d’ionisa- 
tion protégée par un écran de plomb percé d’une fente; ils pas- 
sent entre des électrodes isolées entre lesquelles on établit la 
différence de potentiel de 100 volts. D’où un courant d'ions 
négatifs dans le sens de la flèche qui charge l'aiguille d’un élec- 
tromètre à quadrants; les secteurs fixes de l’électromètre sont 
maintenus aux potentiels + 100 volts (ces nombres pour fixer les 
_ idées). 
Au début de l'expérience on ramène l'aiguille au potentiel nul. 


196. Calcul de l’intensité des spectres. 
1°. — En raison de la périodicité du milieu cristallin, à tout 
plan P contenart une certaine distribution d’atomes correspond 
une infinité de plans parallèles qu’on déduit du plan P en utili- 
sant les translations fondamentales ou leurs combinaisons. 
À partir des caractéristiques grs du plan P, le $ 54 apprend à 
calculer l’équidistance normale D (A du $ 54) de ces plans. 
Soit P'le plan limitrophe de P. é 
Entre P et P’ s’intercalent des plans P,, P,,... parallèles à P 
mais d'espèces différentes, c'est-à-dire où les atomes sont diffé- 
rents ou autrement distribués. À chacun des plans P, P,,... cor- 
respond une série infinie de plans d’équidistance D. 
S'il y a réflexion sensible pour l’angle 8 sur les plans d'une 
espèce, la relation : ki —2D sin 8, 


est satisfaite; elle l’est simultanément pour les plans dérivés de 

P, de P,, de P,,.. Elle exprime la concordance de phase des 
mouvements envoyés par tous les plans de chaque espèce dans 
ja direction qui fait l'angle 29 avec le faisceau incident. Mais si 
pour chaque espèce de plans les mouvements ont même phase, 
les mouvements relatifs aux plans P, P,, P,,... sont décalés les 
uns par rapport aux autres. 


2%, — Pour trouver ce décalage raisonnons sur le système des 
‘plans P,, P,,... tous compris entre le plan P et le plan limitro- 
; 
phe P”. 


Mettons l’origine des coordonnées sur le plan P; la distance 


du plan P, au plan P est d;< D. 
Puisque à D correspondent la différence de marche Æ et la 


phase 247, à d, correspond le décalage : 
a —2#r(d, : Di. 


_ On calcule de même les *,, 4, qui correspondent aux plans 
Dire ae | 
Appelons À, A,, A,,..., les amplitudes réfléchies par les plans 
P, P, P,,...; le carré de l'amplitude du mouvement résultant 

(intensité réfléchie) est (formule classique en Optique) : 
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F— [A + A,cos a, + À,cos a, + ...] +[A,sina, + À, sin &, + ….f” 


3°. — CALCUL DES PHASES: ‘ 


Soit 3 axes de coordonnées OË, Or, Of, généralement obliques, 
de paramètres à, b, c. Un plan quelconque est de la forme : 


QE + Rn + Si —P. (1) 


Explicitons les paramètres, ce qui revient à utiliser les coor- 
données numériques. Posons : 


Ed. V0 ARS OR FD SE 
L’équation (1) s'écrit : 
GX Ty +sz—=P. ee (2) 


I est évident que la distance à l’origine du plan (2) est propor- 
tionnelle à P. Soit alors X, Y, Z, les coordonnées d’un point 
quelconque du plan P' limitrophe du plan P; soit x, V2 cher 
coordonnées d’un point quelconque du plan P,. On a : 


d,__qx, + Ty, + s2, à M REY +2, 
D POXALENEe7 PSE 2 AT 


Mais par hypothèse P' est limitrophe de P; d’où : 
GX HIT EST, a, = dbriqr, + ry, Re 


. Et ainsi de suite pour les plans P,, Pi 

4%. — AMPLITUDE DIFFRACTÉE. 

I s’agit de déterminer les amplitudes A diffractées par les plans 
P, P,... connaissant le nombre et la nature des atomes qui se 
trouvent sur ces plans. 

Voici l'hypothèse la plus simple, certainement insuflisante, mais 
qui fixera les idées : les atomes diffractent proportionnellement 
au nombre atomique de la matière qui les forme: l’amplitude 
diffractée est proportionnelle à leur nombre par unité d’aire. 
Pour avoir l'amplitude diffractée par les plans d’une espèce don- 
née, il faut donc multiplier le nombre des atomes de chaque es- 


pèce (par unité d’aire) par le nombre atomique correspondant, et 


faire la somme. 

0°. — DÉCROISSANCE DE L'INTENSITÉ AVEG L’ORDRE DU SPECTRE. 

L'expérience montre que, toutes choses égales d’ailleurs, l’in- 
tensité des spectres décroit très vite à mesure qu’augmente 
l'angle 26 que font les rayons réfléchis avec les rayons incidents. 
Quand on passe d’un spectre d’ordre k au spectre d’ordre k +1, 
l’angle 8 croit; d'où la nécessité d'introduire un facteur f(0) qui 
multiplie l'amplitude. 

Comme première approximation Bragg pose : 
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où / est une constante. Par hypothèse la condition : 
k\—2Dsin0, est satisfaite. 


L'amplitude diffractée est donc, toutes choses égales d’ailleurs, 
proportionnelle à l’équidistance et en raison inverse de l’ordre 
du spectre. Aux spectres d’ordre 1, 2, 3, 4,5, correspondraient 
les amplitudes relatives 100, 50, 33, 25, 20. 

A la vérité la décroissance est plus rapide; Bragg calcule cer- 
taines de ses expériences avec Les nombres 100, 45, 26, 17, Î. 

On admet que cette diminution vient de l'agitation thermique 

des atomes autour de leurs positions d'équilibre. Tout se passe 
comme si-les plans réflecteurs oscillaient autour de leur position 
moyenne; d’où un trouble d'autant plus grand que l’équidistance 
D est plus petite et que l’ordre du spectre est plus grand. Le 
phénomène est analogue à celui qui résulte d’une irrégularité 
dans l’équidistance des traits d’un réseau linéaire plan. 
. L’angle 26 influe non seulement sur la variation d'amplitude 
quand on passe d’un spectre à un spectre d'ordre différent, mais 
aussi sur le pouvoir diffracteur des atomes : la loi énoncée au #° 
est beaucoup trop simple. Je n'insiste pas, voulant seulement 
montrer le rôle des groupes infinis dans l’étude de la structure 
et la suite des raisonnements. | 

6°. — CoMPTE DES ATOMES DANS LA MAILLE PLANE D'UN PLAN 
RÉTICULAIRE QUELCONQUE. 

Il faut déterminer le nombre des atomes de chaque espèce dañs 
l'unité d’aire des plans réflecteurs considérés. Comme ilne s’agit 
que de valeurs relatives, il revient au même de déterminer ce 
nombre dans le parallélogramme construit avec Îles translations 
fondamentales sur ces plans {maille plane du réseau fondamental 
pour ces plans). 

_ Mais le plan réticulaire n’est pas fixé en position; on peut le 
translater comme on veut dans son propre plan; montrons que le 
compte des atomes est le même, quelle que soit cette translation. 

La fig. 229 suppose une maille rectangulaire; pour le réseau 
représenté en trait plein, il est clair que la maille contient deux 
atomes. ; 

Translatons Le réseau de manière qu'il vienne dans la position 
représentée par les traits interrompus. L'atome qui est dans la 
maille, compte pour 1; les 4 atomes qui sont aux sommeis, ap- 

partenant chacun à 4 mailles adjacentes, ne comptentque pour 1. 

_Translatons le réseau de manière qu’il vienne dans la position 
représentée en pointillé : les atomes sont sur les côtés -de la 
maille: appartenant à deux mailles adjacentes, chacun ne compte 
que pour 1: 2; d’où encore 2 atomes au total. 

Le dénombrement des atomes pour, un plan réticulaire quel- 
conque est automatique si nous connaissons les coordonnées des 
points homologues, puisque ces coordonnées comprennent tous les 
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points qui ne peuvent être déduits les uns des autres au moyen des 
translations fondamentales. Nous devons seulement supposer que 
par une adjonction à ces coordonnées d’entiers convenables, tous 
les points sont ramenés dans la maille solide fondamentale, ce 
que nous savons possible ($ 143). 

Par un atome faisons passer un plan de caractéristiques grs; 


+ 


À 
4 


“are 


L ’ y 
# = » 
bas Aa ee OS RL de dE dr de nd id 


Fig. 229. 


pour avoir tous les atomes qui se trouvent dans la maille plane 
relalive à ce plan, parmi les atomes dont nous avons les coordon- 
nées, il suffit de chercher ceux qui se trouvent sur le plan, pour 
lesquels gx + ry + sz a la méme valeur, ou (ce qui revient au 
même en vertu du 3°) pour lesquels la phase est la même. 

Pour le calcul des phases il n’est même plus besoin de ramener 
les points homologues dans la maille ; en effet remplacer le point 
de coordonnées +73 par le point (x + m)(y + n)(:+ p) revient à 
ajouter à la phase un nombre entier de circonférences. 

Quelques exemples montreront l'extrême simplicité de ce qui 
précède: certains auteurs l’embrouillent à plaisir par des rotations 
vectorielles, des imaginaires, la règle de Fresnelet autres belles 
histoires : ils s’imaginent ainsi se mettre à La page. 


197. Application à la pyrite. 


1°. — Voici la distribution admise pour les atomes de pyrite 
FeS” ramenés dans la maille cubique de côté 9,38UA : 
fer 000. coÙ 50 Occ É 
soufre uuu (u + 5)(5—u)(1 — u) 
(u< 6) È (1— u) (u =} o) (5 — u) (o—u)(1—u)(u + 0) 
(1—u)(1—u)({1—u) (5 —u)(s+ u}u 
Uls—u)(s + uw) (c+u)u(o—u).. 
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Numérotons. les atomes de fer 1, 2, 3, 4, les atomes de soufre 


RARE ee 
La phase relative est donnée par la formule générale : 
| 2rk(qx + ry + 52). 
2°. — PLANS RÉFLECTEURS PARALLÈLES AU PLAN 400. 


| La a est nulle pour les atomes de fer 1 et 4, égale à x4 pour 
: les atomes 2 et 3. 


Pour le soufre on a les phases : 


atomes let 7 2rku 
2et 8 27h (u + s)—2rku + rh 
; 3et5 2%k (1 —_y)——9Vnicu BX 
à 4 et 6 2rk(o—u)—=7rk—2rku. 
| D'où pour le fer : 


E cos a —2 + 2cosrk, Xsin x—0(. 
pour le soufre : 
- Ecosa—4cos 2rku +2cos(2rku Erk), Esina—0. 
Pour # impair tout s’annule. 
Pour # pair posons #—2%": 
» . pourlefer Ecosa—4, pour le soufre Z cosa—8 cos Arklu. 


Soit 26 et 16 les nombres atomiques du fer et du soufre. 
L'amplitude réfléchie est : 


4f(6) 126 + (2><16)cos3r hu u|. 
Le crochet s’annule à peu près pour : NO RD = 
En effet : 
cos (8r < 0,4) —cos(3,2.7)— cos (1, 2.x) 
— cos 216°—— cos 36° — — 0,809, 
cos (127 <0,4)—cos(4,8.x) —cos(0,8.r)— cos 144°—— cos 36», 
325< 0,809—25;9. | 
Inversement on comprend comment la disparition des spec- 
tres d'ordre £"—2 et 3 permet de fixer le valeur de u. 
_ 80, — PLANS RÉFLECTEURS PARALLÈLES AU PLAN 110. 
Pour les atomes de fer 1 et 2 la phase est nulle (ou égale à 2x4, 


4 ce qui revient au même); pour les atomes 3 et 4 elle est xk. 
23 Pour le soufre on a les phases : 


atomes 2 et 6 0 
3 et 7 rk 
let5 . +érku 
4 et 8 rktéärku. 


D'où pour le fer : 
Sosa 2 + 2e08x/: Esina—0. 
21 
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. Pour le soufre : ; 
Zcosa—2 + +. + 2 cos Arku + cos (är/u +rh), 


] 


> sin &« —(. ; 

Pour k impair tout s’annule. 

Pour Æ pair, posons 4—2/#" : 
pour le fer : Yeosa—4, | : LEE 
pour le soufre  Ecosa—#4 + #4cos8rk'u. | 

L’amplitude réfléchie est : 

4f (6) [(26 +16) + 16cos8rk'u]. 


4%. — PLANS RÉFLECTEURS PARALLÈLES AU PLAN 111. 

Pour les atomes de fer la RE est nulle (ou égale à 2r4, ce 
qui revient au même). 

Pour le soufre on a les phases : 


atomes 1 et 5 +ôrku 
2) 0: 48076 +2rku. 


D'où pour le fer : 


Zcosa—4 Esina—0; 
pour le soufre : … a 


2 cosa—2 cos 67ku +. 6 cos 2rku. 
réfléchie est : 
(6) 126 >< 2 + 16ic086. rhu 3 cos 2rku]|. 
198. a au chlorure de sodium. 
Admettons les coordonnées : 


Na 000 Occ 50 s5Ù 
se CI cos oO OÙ OO. 


Pour les plans parallèles au plan grs les phases sont : 


Na @ = kr(r Es): kr(q +5) ler (q + r) 
CL -kx (g+r+s) krq krr kms. 
Pour le sodium et pour Le chlore:  Ysina—0. 


Pour le sodiuin :. 
2 cosa—1 + cos kr(r + s) + cos kx(q LS) + CSL (q = r); 
pour le chlore : 


E cos a — cos Ar (q +r+s) no + cos x FI ous. 


Plusieurs cas à considérer. 
Pour # pair, l’amplitude réfléchie est : 
quels que soient grs. . . RARE FE 
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Pour k impair : Ê 
si grs sont impairs, r+s,q . qg+r sont pairs; l'amplitude 
réfléchie est : A—4Na— CI. 

si deux dés nombres grs sontpairs, le troisième impair, deux des 
sommes q + r,qg+s,r+s, sont paires, la troisième est impaire ; 
g—+r+s est impaire. Par suite Ÿ cos 4 s’annule tant pour le so- 
dium que pour le chlore. su 

Si deux des nombres grs sont impairs, le troisième le 
résultat est le même. 

Or on trouve que tous les spectres d’ordre ee sont intenses; 
ils sont très faibles pour les plans parallèles à un plan grs de 
caractéristiques impaires; les spectres disparaissent quand grs 
_sont de différentes parités : tout cela est d'accord avec l’arrange- 
ment admis. 


199. Application au diamant. 


1°. — Les 8 atomes de carbone qui sont dans la maille cubique, 
‘ont les coordonnées : | | 
000 : Ocs . cûs eit) 
566. 3 | 5 30 Jo! < 5’ 5 39" 35 305. 


= D'où pour les phases : 
— oo )+ cosrk(qg +s)+ cosTk(q +r) 
os tatr+ s) + cos (y + 3r 435) + cos (3g + r + 35) 


ï + cos (3g + 3r +6). 
B—2Zsin 2=sin E (q +r+s)+ Pre + 3r +35) 


+ cos 5 (39 +7 +35) +008 y + 8 + S). 


a) Supposons À impair : 

Sig7$ Sont impairs : A?—16: B— 16: 

si les indices sont de parités différentes : A—B—0. 

-_ b) Supposons # pair : 

si deux des indices sont impairs et l’autre pair : A?—684, B=0 
si les indices sont impairs où deux impairs et un pair 


È < NB 0, pour —2,6; 
PROD 20 pour br 8,. 
Par éxemple pour la réflexion sur la face. 141, on trouve des 
. spectres intenses d'ordre 1, 3, 5 (cas a) et d’ ordre 4 (cas b). 
Pour côté du cube on trouve 3,55 UA; d’où Q —44,74. 107%. 
La densité du diamant est 3, 51: prenons C?—24 pour: masse 


moléculaire M; d’où : M:5— écart 
Appliquons la formule du $ 188 : de 
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45,12—1.650 X6,64.9T; d’où : 91—4. 


Il y a 8 atomes dans la maille. 

2. — Ces quelques exemples suflisent à montrer la marche 
générale. 

A la vérité je suppose l’arrangement connu et je montre com- 
ment on vérifie qu'il est correct En fait le nombre d'atomes à 
distribuer dans la maille une fois connu, les arrangements que 
la classe rend admissibles, peuvent être nombreux. Il faut appli- 
quer à chacun le raisonnement précédent et comparer les inten- 
sités calculées des spectres avec les résultats de l’expérience; on 


élimine ainsi une série de groupes : le choix ne porte plus que : 


sur un petit nombre; il se peut que tous les groupes soient éli- 
minés sauf un. 

Malheureusement dans le calcul des intensités intervient l’hy- 
pothèse que les atomes diffraetent proportionnellement à leur 
nombre atomique, ce qui n’est qu'approché, la déviation 20 intéer- 
venant d’une manière compliquée. | 


200. Résultats généraux de l’analyse de la structure. 

1°. — Jusqu'à présent l’analyse porte principalement sur les 

cristaux cubiques; pour le petitnombre de cristaux quadratiques, 

rhomboédriques, hexagonaux étudiés, presque toujours l’arran- 
gement reste douteux. 

Un premier résultat se dégage : l'impossibilité de déduire les 
arrangements des analogies chimiques, et leur complexité alors 
que la simplicité de la formule chimique ferait croire à des ar- 
rangements simples. On trouve la même distribution des atomes 
pour des corps chimiquement très différents, et des distributions 
différentes pour des corps analogues. 

On ne peut espérer découvrir des lois que par la comparaison 
d’un très grand nombre de milieux complètement étudiés; ce qui 
implique un travail formidable et beaucoup d’abnégation chez les 
expérimentateurs. Les méthodes sont à peu près fixées; elles ne 
mettent en jeu qu'un petit nombre de notions : il faut accumuler 
les résultats expérimentaux. 

Pour montrer la quasi-impossibilité d’une étude complète dans 
les cas complexes, citons les aluns KA1(SO‘}? 12H20; K peut être 
remplacé par AzH', Rb, Cs, Th; Al peut être remplacé par Cr, 
Fe, Ga; S peut être remplacé par Se. On s'accorde à mettre 4 
molécules chimiques dans la maille; d’où : 


4 atomes de K 

4 atomes de Al 

8 atomes de S 
32 atomes de O, associé à S 
48 atomes de O, associé à H. 
96 atomes de H. 


A Lit RIT 


no AE | 


LÉ ET SE PEN RE RE ee Cr Ur 7 
PT A Fe 
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On admet le groupe Ti.6 avec les coordonnées : 


K 000 600 cÛs Ocs 

Al 50 006 050 00 

$ uuu  (u+o)s—u)u u(u +o)(s—u)  (s—u)u(u +0) 
auu (s—u)(o+uju u(s—u)(s+u) (u+cu(s—u) 


Reste à loger les atomes O, en séries de 8 et de 24, les atomes 
de O en 2 séries de 24, les atomes H en quatre séries de 24. 

D'où un nombre de paramètres tel qu’il semble impossible 
d'ici longtemps de fixer les positions des atomes d'oxygène et 
d'hydrogène. 

9%, — EXxISTENCE DES MOLÉGULES DANS LE MILIEU CRISTALLISÉ. 

Un des résultats les plus curieux de l'analyse des milieux cris- 
tallisés est la disparition fréquente de la molécule; c'est pourquoi 
au $ 188 je présente le raisonnement sans parler de molécule chi- 
mique ; je me borne à compter les atomes dans la maille. 

Pour Delafosse et Bravais ($ 5), les cristaux étaient formés de 
molécules distribuées aux nœuds d’un réseau. Pour le chlorure de 
sodium, par exemple, en chaque nœud se trouvait un groupe 


_NaCI formé de deux atomes intimement liés, dont par suite Ja 


distance était incomparablement plus petite quela distance d’une 


molécule à une autre. 


_ Les rayons X montrent une constitution très différente; cha- 
que atome de sodium est équidistant des six atomes de chlore, et 
inversement. 

- La molécule disparaît pour un grand nombre de composés inor- 


ganiques. 
Cependant, comme dans le tétraiodure d’étain, la molécule 


subsiste en ce sens que les atomes constitutifs forment un groupe 


relativement compact par rapport à la distance des groupes. 
Parfois des groupes relativementcompacts sont formés par une 
portion de la molécule chimique; c’est ainsi qu'on trouve des 
groupes AzO* dans le nitrate de sodium, CO* dans la calcite, CI1O* 
dans le chlorate de sodium. ; 
Comme exemple des résultats inattendus que fournit l'analyse, 


Wickoff cite le molybdate d'argent Ag’MoO* etle spinelle MgAPO' 


our lesquels l’arrangement atomique est le même; MoO* joue le 
P q 8 q J 


même rôle que MgO"’, tandis que les ions semblent devoir être 


MoO: et Ag? dans le premier cas, AFO* et Mg dans le second. 
39. — NoTION DE VALENCE. 

Quand la molécule disparaît, la notion de valence n'intervient 
évidemment plus. Ÿ MORE 

Pour le chlorure de sodium NaCI, chaque atome de chlore est 
équidistant de 6 atomes de sodium et inversement, tandis que 
pout le fluorure de cæsium CsFl, chaque atome de fluor est 
équidistant de 8 atomes de cæsium el inversement (cube ayant 


Î 
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des atomes de fluor aux somniets, centré par un atome de cæ-: 


sium, ou inversement). 

Même quand la molécule subsiste, comme dans le tétraiodure 
d’étain, 3 atomes d’iode sont disposés d’une manière qui n’est pas 
celle du quatrième. Cars Fee 

Je me borne à signaler les problèmes soulevés par l'analyse au 
moyen des rayons X. Pour l'instant elle montre surtout la com- 
plexité des phénomènes dans les milieux cristallisés et le peu de 
valeur d’hypothèses qui semblaient aller de soi. 


201. Loi de Bragg sur la constance des rayons ato- 
miques. > TRE 
La détermination de la structure est compliquée par le nombre 


des paramètres à déterminer quand les positions des atomes ne 


sont pas imposées par la réduction des points homologues. 
On cherche donc à tirer des résultats acquis des lois permet- 
tant de calculer ces paramètres. 

Une des plus intéressantes est la constance approchée des 
«rayons » atomiques. Les atomes sont assimilés à des sphères 
de rayons caractéristiques de leur nature: ces sphères setouchent. 


Par exemple donnons aux atomes de lithium et de fluor les 


rayons 1,50.10 et 0,67.10-*; la distance des centres des atomes 
de lithium et de fluor voisins sera (1,50 +0,67)10==—2:17.10 

Dans le chlorure de sodium sur la même droite se trouvent 
alternativement des atomes Na et Cl. Le côté du cube est 
5,628UA. Si nous attribuons aux atomes Na et CI respectivement 


les rayons 1,77 et 1,05, et si ces atomes se touchent, la longueur 
du côté sera : = 


H:77-21,05)25,64. 


Pour fixer les idéessur l’approximation dans les cas favorables 
à la loi, voici quelques nombres. Entre parenthèses se trouvent 
les rayons admis pour les éléments. 


Distances. 


Composés. Observées. * Calculées. 

LiFl 2,05 (1,50 + 0,67) —2,17 UA 
LiCI 2,07 ( » +1,05)=—2,55 
LiBr 2,79 ( » +1,19)—2,69 

Lil ù 3,45 (.» +1,40; —2;90 
NaFl 2,39 (1,77 + 0,67) —2,44 
NaCI 2,80 ( » +1,05) —2,82 
NaBr 2,97 ( » +41,19)—2,9%6 
Nal 3,23 |» Æ1,40)=3 47: 
KF1 2,78 (2,07 + 0,67)—2,74 à 
KCI 3,13 ( » +1,05) —3,12 
KBr _: 3,28 (TEA IE 26 

KI 3,52 ( » +1,40) —3,47. 


PS 
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: 202. Dynamique de lPélectron. Erratum. 
1. — Au$ 231 du Cours Emission une faute de signe m’a 
_ caché une ‘erreur sur les équations du mouvement des élec- 
trons. Pour rétablir le calcul correct et.en vue des K suivants, je 
reprends le problème. 

_ La masse m de l’électron (assimilée à de la matière) est varia- 
ble avec sa vitesse v; l'expérience donne : | 


ç? 
mm, : ls; 


V est la vitesse de la lumière. 
Raisonnons comme si à la masse 7» s’ajoutait brusquement la 
‘masse dm. Soit F la valeur actuelle de la force. 
L’impulsion Fdt sert à accroître de dv la vitesse v de la masse m» 
et à donner la vitesse v à la masse dm ; d’où : 


mdo + odm—d(mv)="Fdt. 
On est tenté de raisonner de même pour l’énergie et d'écrire : 


GE 2 
modo + = dm (5) OT. 


Maïs cette relation contredit la précédente. 
En effet multiplions-en les deux membres par v : 


vd(m v) = Fdx = (+) ne È dm. 


Prenons pour équations du mouvement celles que donnent les 


impulsions : 
d ŒAN = DT OUN ee 
pr Cm me) = X Am &) =) 156 | fi 
a) Multiplions la première par —7, la seconde par x; addi- 
ti 0 [” ( He ee) —axY —yX— le 
ionnons:  7|72 a YT | yX=—= couple. 


Si le couple est nul (forces centrales), il vient en coordonnées 
polaires 7, 6; ee 


ra 
mr D constante, ph aN/ — (2) 


L'expression de la vitesse : 


LS ASE Se dr” + r°d6? 
ar) +), Me 


te . A?f, w\fF/ldr\ 
donne : pr (i St) [G%) +1 (3) 


C’est l'équation des aires pour la masse variable. 
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b) Multiplions la première équation (1) par dx: dt, la seconde 
par dy: dt; additionnons. 


Des transformations simples donnent après intégration : 


m,V°d =. = Xdx + Ydy— travail élémentaire. (4) 
Vi 2: V2? 


En particulier si l’électron prend sa vitesse, à partir du repos, 
sous l’action d’une différence de potentiel P (en unités électro- 
statiques), on a (vitesse initiale v — 0): 


1 
Vi vi 


Développons le premier membre en série; limitons-nous aux 
termes en v* : 


mV® ( 1)=Pe. he 


m,v? 30? 
. (+) =Pe (6) 
En négligeant le second terme de la parenthèse (v petit devant 
V), on a : v—y2Pe:m,. 


Introduisons cette valeur dans le terme négligé : 
ne 3Pe 
Mo \. nv 

Si l’électron est attiré par un centre négatif de masse E, le 


potentiel est du la forme Ee:r; l'équation (4) intégrée devient 
pour l’approximation consentie : 


(res: 


(7) 


\ 


M. 39 \__Ee 
5? (1 — vs) —-. + Constante. $ (8) 
2°. — Reprenons les calculs du $ 231 du Cours Emission. | 
| | 1 
Posons : 0 (1 + «cos 6 + p0esin 0), 


ce qui pour u petit correspond à la quasi ellipse : 
1 
A [ + ecos(1 — L)01. 


Calculons y. à partir des équations (3) et (8). 
ldr in 0 — pe — pe Si 

Où 2. 2ar_esin6—pôecos0 b Sin 6 
r do 1 + ecos 0 + 6: sin 0 


Substituons dans (3). Si nous né 
nous obtenons la valeur par excès 


gligeons le facteur 1— 42: V?, 
de v? que j'appelle 4: 


g = AB? [1 + 2 + 2e cos 9 + Que (—< sin? + 6sin6)] 


Reprenons le terme négligé en y remplaçant v? 


pas o?: 


{ 


ns Le {4 
PPS BR PET NT UN) SNS SORT NON ONU CNE ARTE UPS PRET 
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. A 

ie ne) 

Substituons dans (8); dans le terme en w: V® remplaçons v par 
9. Par hypothèse l'attraction est due à la masse E agissant sur la 
masse de l’électron; d’où: 

: 39° Ee 
re (2 + (4 + - ee + constante. 
Fo ae) = 
5? Non + constante. 


Remplaçons + par sa valeur. 
Dans le terme 4°: 4V°, négligeons les termes en & : 


m, A°B ‘ : 
5 E Le? + 2ecos 0 —2ye? sin? 0 + 2ue0 sin 0 
A2B? É $ 
TC (L + e? + 2:0cos o | —Ee(l +<cos0 + yôesin 46) + constante. 


Le second membre ne contient pas de termes en sin*6 et cos*0. 
Pour qu'ils disparaissent dans le premier, les coeflicients de ces 


. quantités doivent être égaux ; d’où : 


ue A D 2N. 
C’est la valeur trouvée au $ 231 grâce à une compensation 
d'erreurs. ; à 
Le dernier terme du premier membre contient L:2 en facteur; 
il est donc négligeable dans l’identification des termes en : 
cosô+pôsint; d'ou:  mAB—Ee. 


Dans l'équation (8) annuler la constante revient à faire partir 


 l'électron de l'infini avec une vitesse nulle. L'identification des 


termes constants donne :— 1 : la trajectoire est la quasi-parabole : 
l:r—B[i+ cos(l—)6]; 


elle diffère de la parabole par le facteur (1— y) sous le cosinus. 
., 8°, — FORGE AXIFUGE. 
_ A partir des équations (1) retrouvons l'expression de la force 
axifuge. On a (Math. Gén., $ 20) pour le rayon de courbure bp: 

1  dxdy—dyd’'x : 

ne ds° è 


x et y sont censément donnés en fonction d’une.variable £. 
Peu importe le signe, aucune ambiguité n’existant sur la direc- 
tion de la force. Des équations (L) : 


dm dx dx . dmdy d'y 
D ut ar 0-0 
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multiplions la première par — dy: ds, la seconde par dx: ds: addi- e 
tionnons. Dans le second membre de l’équation obtenue apparaît 
la composante F, de la force normale à la trajectoire; dans le 
. + A 1 SD É 
premier membre, le terme en dm:dt disparaît. D'où: 53 


dr dy. dydx\. 
: ee PIERRE da) er 


Multiplions haut et bas par ds? : L 


mm [ds\?  mv? 7 

— { — gen A 4 N à | ER 

ro) dt o) e 4 

C'est l’expression classique de la force axifuge, la même que 
pour une masse invariable. On pouvait le prévoir, une force nor- 
male à la trajectoire ne modifiant pas la vitesse; la courbure de 


la trajectoire se calcule avec la masse actuelle. 
Dans le cas particulier on a : 


ie . LUE ee 1 De 
e : RATE 


Supposons la trajectoire circulaire et de rayon 7, et l’électron 
altiré par la masse positive E; la vitesse est donnée par la rela- 


ea REA TE 
Nos Ee  oV os V: ; 
Admettons que la charge E est constituée par N charges élé- 


mentaires : E—Ne.. 
Soit :e: m—=95,31.1017, e— 4,714, 10710, 


: - Ne A 
Il vient : PEAR TRE OR 1 
Soit — 10000 kilom.— 10%em. : le terme en 1 : V'est négligeable. 


On à : r—2,535.10-1. 


2°. — Il va de soi que l'hypothèse d’une masse variable exige 
une généralisation des équations de la Dynamique classique. | 
Gelles d’où nous partons et qui sont les plus simples, ne sont 
pas les seules qu’on pourrait imaginer par analogie avec la théorie 
classique du choc des corps. Dire que la masse croît, c’est dire | 
qu'au mobile de masse m, et de vitesse +, s'associe une masse m, 
que nous pouvons supposer sans-vitesse: dire que la masse ajoutée 
fait corps avec la masse primitive, e’est en quelque sorte suppo- 
ser un choc mou. 

Or nous savons que dans ce cas le choc implique une perte de 
force vive (Dynamique générale. $ 276) : Re î 


2 


mm mc 
AW—; its p— 24, 
2(m, + m,) 2 
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si m, est très petit devant »,. Nous retrouvons le résultat du 1°. 
Iln’ya rien là de mystérieux : c’est à l'expérience de décider 
quelles sont les équations les meilleures. Toutefois remarquons 
_que les discussions passionnées sur la définition. du temps n’em- 
péchent pas de calculer les trajectoires comme feraient les méca- 
-_  niciens classiques, à partir des équations qui semblent les meil- 
leures. | 


RE 203. Quelques orbites. 
- 4°. — Comme application des équations du mouvement, voici 
quelques orbites calculées par Darwin. 

L'électron est pris au loin (r— ) avec la vitesse oe—Vsinf, à 
la distance p de l'axe Ox; sa vitesse est parallèle à Ox et dirigée 
vers les x décroissants. 

La droite y—p, est donc une asymptote de la trajectoire. 


Le double de la vitesse aréolaire initiale est : 


A— pe —=pV sin. 


On a : : Vl—e:V?—cosf. 


c. 
A) ; 
L'électron est attiré par une masse positive E; d’où la force 


centrale —Ee : 7°, et le potentiel Ee:r. 
Les équations (2) et (4) du $ 202 deviennent : 


A sp à 


AE Se LD : o? 
L 17 Le 
a sS PURES rent » 
yl— 07: V2 ser M TA'E @) 
_ Transportons dans l’équation (1): | 
LL. D ee 
es > I D _pysins 4/1 + FES 6. (3) 
On a: | nn. 
Pie d0\? | DA er 2 
#=(T) A (à) eV: [t—coss: (1 ee :) + (4) 
Posons : w=—p:r. Eliminons le temps entre (3) et(4) : 
dy\?_,,3,4wcosf ee —1) 2 5 
_. —1+2 RC men p?, (5) 


C’est l'équation générale de la trajectoire. 
290, — TRAJECTOIRE SPIRALE. 
Supposons nul le coefficient du terme en #°: 


a Se + 2m: 
Deep D, és ne 


DR (6 


ele “EU POLY OR APS LORD RES NE OU TANT à ue, Fe PTE 
ve | L re 1 SAS ee JE EE Ke SRPTE 
% n ë d es VA ne # 0 NE. * 
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. L’électron se rapproche indéfiniment de l'origine (fig. 230). 
_ Le résultat s'explique parce que la vitesse croissant quand 7 
diminue, la masse croît; la vitesse croit donc moins vite que si 


la masse était constante, la force s’exerce plus longtemps. Tandis. 


Asymptote 


Fig: 230. 


qu'avec une masse constante le projectile échappe toujours, avec 
une masse variable il peut être capté par le noyau attirant. 
3°. — TRAJECTOIRE HYPERBOLIQUE. 
Supposons négatif le coeflicient du terme en v?: p >acotgf. 


Pour simplifier les notations Darwin prend les angles. auxi- 
liaires : | 


: _ 4COSB à Ë 
cotg peine tgX— te? u— sin°6: : 
a SAINT 2 Rue 
Cotg'stgtx=1—; cote 8 — 1 —* os + ) 
o 


i 


L’équation (5) devient : 


dw\? | à 
de L + 2w cotg u — 4° cotg” p.to?y, 
dont l'intégrale est : 


Wcotg p. tg x. sin y —cos y— cos [9 Cotgu-igy El. (7) 


Ce serait l’équation d’une hyperbole r 


apportée à son foyer à 
supposer : 3 


cotgu. tgy—1, (æcotg 6 : p) petit, 


tm A , ù dc > 
at dr 18 été 5 te pee dé ER dE US SE Sd dd cn trs did il 
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ce qui exige p grand ou & voisin de r:2 (vitesse 9 voisine de V). 
Dans le cas général nous retrouvons pour l’hyperbole le résul- 
tat du $ précédent pour l’ellipse et pour la parabole : 6 est multi- 
plié par un coefficient plus petit que l'unité. 
L'une des asymptotes de la trajectoire correspond à 6—0, ce 
qui résulte de l’hypothèse sur la position initiale de l’électron. 
L'autre correspond à : 


0—2 (x —y)tg y. cotg y. 


4°. — TRAJECTOIRE SPIRALE. 
Quand p <a cotgf, la définition de l’angle ; devient : 
tehy— sin te 0, 
ï a? ad (V?— «°? 
cotg” toh?y Se g—1 = — 1. 


L’équation (5) devient : 


(&) — 1 + 2wcotg y + w'cotg p.tgh?y, 
dont l'intégrale est : 

w cotg p.tghy.sinhy=—cosh{6.cotu.tghy+%]— coshy. (8) 
Pour 6 grand, elle représente la spirale : r —B exp(— C6;. 
5°. — ORDRES DE GRANDEUR. 

Nous avons posé: _a—Ee:m,V?. 


Sj le centre attirant contient N charges égales à celle de l’é- 


lectron : | 
: . Ne? 
EE Né "a 


} 0 


—9,54.10%.N. 


2 


Les valeurs admises de e : m, et de e sont données plus loin. 
our. N— 100 425410", 
Soit : o: V—=sing—0,1, 


la valeur critique de p est p—=a:tg68—2,54.10"". 
L'équation (6) permet de calculer les valeurs de 7 pour un angle 
6 quelconque. Par exemple on a : 


he, r4,11.10 6, 057.2" r=7,89.10 7, 
et ainsi de suite. 


204. Photogrammes obtenus au moyen des rayons 


catodiques. 
1°. — La charge de l’électron est : e—4,774.107" unités élec- 


trostatiques. 


sn CRISTALLOGRAPHIE GÉOMÉTRIQUE 2e 
Pour de petites vitesses v de l’électron : SR EE Pa 
e:Mmÿ—9,31.10"; d'où:  m,—0,899.10* gramme. 


Pour la chute de potentiel P (en volts), la formule de première à 


approximation donne : . 5 4 
: 0 —y2eP:300m,—0,591.10/P. (A) 

Soit : _. P—40000 volts, VP— 200: ; 7 
v—1,182.10 em.—118-200 kilomètres. - | = 


La formule plus approchée donne : 


AU 2Pe ; Pe PSE re 6 + 
po (700) 0.501,10 VE(I—L4TIOP). 


Pour P—40000, la correction est : 0,059. | EE 
2. — Avecde Broglie admettons qu’à l’électron est associéeune … 
onde de la nature des rayons X et de longueur d’onde : : À 


= 2/2 A nl 


some iv? : 

L est la constante de Planck (dimensions MTL). EE 3 
oi | LL 00e ee 
ee 7,204 Ve @) 


- 


si v est petit devant V. 
Par exemple pour v —100.000 kilomètres —10*, 


A—7,29.10-2/1—1:9—6,87.10-%. 


ca POS LE ML CSN à : 


AE PE DO O 


X 


C’est l’ordre de grandeur des longueurs d'onde des rayons X. 

La déviation d’un rayon catodique par un champ magnétique 
uniforme est proportionnelle à l'intensité du champ. S’il est pro- 
duit par un courant ÿ passant dans un solénoide, la déviation est 
proportionnelle à z et en raison inverse de v. Pour obtenir un 
rayon Catodique monochromatique de vitesse bien déterminée, 
monochromatique par conséquent, on fait agir sur le faisceau un 
champ magnétique qui l’étale en un spectre; on ne conserve que | 
le rayon qui passe à travers une fente. Si la fente est fixe (dévia- 
tion invariable), on a sensiblement :- ;\—constante. 

3°. — EXPÉRIENCES. ve 
_ Des expériences ont été faites par G.-P. Thomson, Kikuchi,.… 

a) Thomson fait passer le rayon catodique dans un tube (dia- 
mètre 0,23 mm., longueur 6 cm.) au delà duquel il traverse une 
lame très mince (épaisseur de l’ordre 0,1 uv) d'aluminium, d’or, 
de celluloïd,..…. À 32 em. de là il rencontre une plaque sensible 
qu'on peut manœuvrer de l'extérieur du tube vide. . — 


& 


On obtient des anneaux dont les diamètres D sont en r 


AE 


m1] 


1 > à F dE À exe 
sonilitann fs 2 ds dE oict ous Vs nu de 2 dde old SE SACS LS Éd dé RAS 
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NFTMET 1e 
A AURA nd à 
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inverse de VP, c’est-à-dire, suivant les formules (1) et (2), pro- 


portionnels à x. 
La lame est étudiée avec des rayons X dont on connaît la lon- 
gœueur d'onde; la comparaison des clichés permet de calculer 


le à de l'onde à laquelle est associé l’électron de vitesse connue. 
On trouve qu’il est donné par la formule (2) avec une approxima- 


tion de 6 °/,. | 

b) Kikuchi utilise des lames minces de clivage tirées du mica 
(épaisseur 0,1 y), par suite trop minces pour donner nettement 
des couleurs d’interférence. La technique est celle de Thomson. 
11 emploie des rayons catodiquesde vitesse bien déterminée; j'in- 
dique ci-dessus la méthode d'obtention. | 


_ Le photogramme montre des points noirs disposés-aux som- 


mets de triangles équilatères; il est semblable à celui qu'on 


obtiendrait avec de la lumière visible, par diffraction sur des 
écrans opaques disposés aux sommets de triangles équilatères. 

Simultanément peuvent apparaître des cercles concentriques 
et des raies noires et blanches. 

Je n’insiste pas sur l'explication incertaine de ces phénomènes. 
. La formule (2) est vérifiée : aux électrons sont associées des 
ondes qui produisent les mêmes phénomènes que les rayons À; 
les mesures montrent que tout se passe comme si les atomes les 
diffractaient. Reste à savoir par quel mécanisme elles prennent 
naissance, si elles préexistent au choc de l’électron sur les ato- 
mes (ondes de sillage de lélectron), ou si elles sont dues à 


_ ce choc. 


APPENDICE 
SUR UN THÉORÈME D'OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE 


205. Focales d’un prisme tournant. 
1°. — Mes collègues français ont une telle confiance en ce que. 
j'écris (je tâche de la justifier) que si j'énonce une erreur, elle. 
risque de se perpétuer dans l’enseignement. Or la fig. 129 de 
de mon Cours Optique Géométrique Supérieure et l’une des pro- 
position énoncées au $ 106 sont fausses; je crois utile de les rec- 
tifier dès à présent, bien que le problème n'ait aucun rapport 
avec les questions traitées dans cet ouvrage. 

Voici le problème. | 

Sur'un prisme d’angle À, d'indice n, on fait tomber un mince 
pinceau de rayons monochromatiques isogènes dont le rayon. 
moyen est dans la section principale qui passè par le point lumi- 
neux T réel ou virtuel. Ce plan (tableau), est de symétrie pour le: 
phénomène. D'où résulte que dans le dispositif ordinaire {arête. 
du prisme verticale), les aires d'amincissement sont de petits 
fragments de plans verticaux et de plans horizontaux; les focales 
(de Sturm) sont l’une verticale, l'autre horizontale. 

Utilisons les notations de la fig. 231; négligeons l'épaisseur du 
prisme; s—1{, représente la distance à l’arête du prisme de 
l’image ponctuelle I (objet virtuel) donnée par une lentille: 

s”—s, est la distance invariable des focales horizontales: 

pour les focales verticales on a : 


,  Sin{—nsinr. (1) 


pe _ r.cos 7" \? 
l COS i.cos tr / 

L'expérience consiste à faire tourner le prisme (le point I ne 
bouge pas) et à tracer la courbe dont les coordonnées polaires 
sont le rayon vecteur {" et la déviation:  D—5+7—A: 

Que cette courbe ne possède aucune singularité, en particulier 
pas de rebroussement, est évident. 

On trouve en effet : 


L' di \? dD RSA DE) 2 
(7) =(F—1) = (gi) 


La courbe D—/{i), se trouve dans le Cours Optique géomé- 
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trique élémentaire; dD:di varie d’une manière continue de æ 
pour à limite, à 1 pour i—90°. ie 

t’:t varie donc de 0 à © quand £ parcourt tout l'intervalle uti- 
lisable. Pour le minimum de déviation (dD : di—0), on a £ —1, 


Projection horizontale 
Image sans Je prisine 


7 


| 


Ÿ 


lrrecton Ru t=s 


des T'eyons 
1nCIdents 


” | 
1 
/ 


Fig. 231. 


2. — Une remarque simplifie les calculs. 
On a la même déviation D pour le systèmes d’angles : 
A OL CUT el, 

étpourlesystèmer, dr» D Lt; 
d’où : D nte 
sur chaque rayon vecteur existent deux points inverses l'un dé 
Pautre. : 

On suivra la discussion sur la fig. 231 qui n’est pas à l'échelle; 
correcte, elle serait illisible. 

Je suppose le prisme de 60° et l'indice de 1,6; on utilisera les 
données numériques du Cours Optique géométrique élémentaire à 
propos du prisme. La déviation minima est D,,—46°20, la dévia- 
tion limite L—65°38/:tout le phénomène est compris dans l'angle 
=D; 1918" 

Pour l'incidence rasante (1—90°, r—35°38") on a {— : Ta 
droite PL est asymptote à la courbe. 

. Corrélativement pour l'émergence rasante (r=—90", 100990) 

7 —0 : la courbe est tangente à la droite PL au point P. 

_ Reste à déterminer son allure au voisinage du point |”. 

e ù 22 


35° 38 


Incidence rasante 


Fig. 232. 


t 


Moose le calcul de degré en de ré. au voisinage > de i= 
8 
ss “pi au minimum. 
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‘On obtient la courbe que représente (correctement) la fig. 232; 
rien n'indique qu’on traverse la valeur 5—53° 10. 
Les calculs précédents fournissent les valeurs de la déviation D. 


Représentons #”’::—#{D), en coordonnées cartésiennes : nous 
obtenons la fig. 233; la courbe possède une tangente verticale 


Angle lnite 40°49 
Angle limite duprisme A=81° 38’ 


Pour AJimite D=L=180°-A=98°22" 


Angle A daprisme 


gi HT 2 = dt aD2 0 40 50 CDN ET à 200 


: Fig, 234. 


pour le minimum de déviation : dé”: dD —. Ainsi loin’ ‘d’avoir 
_un point de rebroussement (ce que suppose la fig. 129 du Cours 
Optique géométr ique supérieure), la courbe dont les coordonnées 
polaires sont {’et D, est PRRoNe à la droite PM de ou 
_ minima (fig. 251). 
_ 9, — ANGLE DANS LEQUEL SE TROUVE LA COURBE. 

Toute la courbe est comprise dans l’angle LD... 
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Il est intéressant de calculer cet angle pour des prismes d’an- 
gles À variant de 0 à l’angle limite pour lequel l'incidence et 
l'émergence sont rasantes. J'ai pris 2 — 1,53 (crown léger). 

Le champ L—D, s’annule évidemment pour A—0 (lame plan 
parallèle) puisque la déviation est nulle. Il s’annule encore pour 
l'angle limite À —81°38’. Il passe par un maximum au voisinage 
de A— 30°, pour lequel on a: 


D. 16040" E=4317 LED, 22637. 


Il varie peu quand A varie de 20 à 40°. 


206. Remarques sur les caustiques; caustique d’une 
onde ellipsoïdale. : | 
. 1°. — Rappelons quelques propositions sur la caustique (enve- 
loppe des normales, développée, centrosurface) des ondes qui 
possèdent un ou deux plans de symétrie. 

En raison de la génération des caustiques, l’œil placé sur un 
rayon (une normale à l’onde) et regardant dans la direction de 
ce rayon, voit rectangulaires les contours apparents des deux 
nappes au voisinage de ce rayon. II revient au même de dire que 
les aires d’amincissement du pinceau dont ce rayon est le rayon 
moyen, sont rectangulaires : en effet ces aires sont des fragments 
des plans tangents à la caustique au voisinage des points de 
tangence. D'où les corollaires suivants. 

S’ilexiste un plan de symétrie S, la caustique le coupe norme- 
lement; sinon elle lui est tangente, mais alors elle possède une 
arête de rebroussement dans le plan S. D'où suit que l’une des 
nappes est normale au plan S et que l’autre y possède une arète 
de rebroussement. C’est le cas du prisme immobile qui reçoit un 
large faisceau isogène. 

S'ilexiste deux plans de symétrie S,, $, (nécessairement rec- 
tangulaires; leur intersection est un axe binaire), l'une des nappes 
possède une arète de rebroussement dans $,; elle est normale à 
S.. L'autre nappe possède une arête de rebroussement dans S,: 
elle est normale à S,.. 3 

Ce cas se présente dans l’astigmatisme de l’œil quand on lui 
suppose deux plans de symétrie. Dans l’'Oprique géométrique élé- 
mentaire je remarque que Sturm énonce son théorème sur les 
pinceaux à propos de l’œil, alors qu’il ne s’agit pas de /ocales 
au sens général du mot, mais de droites caustiques, fragments 
«Les arêtes de rebroussement rectangulaires des deux nappes de 
La caustique ; si l’on maintient le terme /ocales, il faut ajouter 
éminentes. 

Nous trouverons la même confusion à propos de l'expérience 
du prisme tournant. Dans les conditions ordinaires de montage 
(arête du prisme verticale), les « focales » horizontales sont des 
droites caustiques. - 


+ 
% 


EN 
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99. — CAUSTIQUE D'UNE ONDE ELLIPSOÏDALE. 

Pour supprimer de l'enseignement des énoncés inexacts, je 
crois bon d'indiquer la forme générale de la caustique d’une 
onde ellipsoidale, si l’on veut, de la développée d’un ellipsoide 
à trois axes inégaux (a >>b>>c). Pour la géométrie du problème 
j'utilise un remarquable mémoire de Cayley auquel je renvoie 
pour l'établissement des propositions énoncées. 


On a la forme générale de la surface 2 au moyen de ses traces 
sur les plans coordonnés. La fig. 235, qui n’a pas de prétention à 
l'exactitude numérique, permet de suivre la discussion, elle 
représente environ le huitième du phénomène, le quart des 
courbes. 

Dans une ellipse de demi-axes & et c (ac), le rayon de cour- 
bure au bout pointu est c’:a; sa distance au centre est donc : 


ca —c 
A = —————, 


«a « 


Le rayon de courbure au gros bout est 4*:c; sa distance au 


centre est donc : 
&  c'— a? 
PE =, 


C C 
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Nous poserons : 


a—=b—@5>0, PSC Eee 


a—bhP>0,. 


Dans chaque plan coordonné nous avons d’abord comme trace 


un quart de la développée d’une ellipse qui tangente les axes en 
ses points de rebroussement. Sur ces arcs (en traits pleins) la 
surface Z coupe normalement les plans coordonnés. 

Ces arcs sont reliés par des arcs en traits interrompus qui 
sont des quarts d’ellipse : la surface X les admet comme arêtes 
de rebroussement. 

.Dans le plan xz l’ellipse est tangente à la développée en un 
point Q où les deux courbes tangentent la normale en l’un des 
ombilics (celui qui pour la fig. 235 est dans le quadrant — z0x) : 
le rayon de courbure est unique. nes 

Dans l’un des plans zy, yx, il y a intersection réelle entre la 
développée et l’ellipse; dans l’autre plan l’ellipse est extérieure 


à la développée. L’intersection réelle est dans le plan yz (cas de- 


la figure) pour: a+ cp. 
Elle serait dans le plan yx pour :  @?-+c?=924. 


En dehors du fait que les courbes en traits interrompus sont 


des ellipses, tout ce qui précède est évident. 
_ Fixons les idées sur l'arc MP. 


Le point M appartient à la développée de l’ellipse AC: 
AM— c : a, est le rayon de courbure de cette ellipse au point À. 
Pour obtenir la courbe MP, nous devons utiliser les courbures 


des sections de l’ellipsoïde par des plans normaux & HOTELS 


_ voisinage de l’ellipse AB. Au point À cette courbure est celle de 

l'ellipse AC; au point B c’est celle. de l’ellipse BC; le point P 
appartient donc à la développée de l’ellipse BC. : 

Même raisonnement pour les autres arcs. 

3. — La surface Y est à deux nappes; voici leurs traces sur 
les plans coordonnés: entre les lettres je mets la nature de la 


courbe : 
Rs Qt Pr ee SR > nHappel 
Mes os Qt P..:M1mappe lt Res 
Comme le point n'interrompt pas les courbes, on voit que 


chaque nappe coupe normalement les plans coordonnés et les 
tangentes respectivement suivant deux lignes. 


Les deux nappes se coupent suivant une courbe Qw. Comme 


elle est sur la nappe qui langente y: suivant ST, et sur une nappe 


qui coupe normalement YZz Suivant OP, elle est tangente à PQ 
dans un plan normal à yz. 


Voici les équations des ellipses et des développées : 


bar? 272 
x—0, Re COMENT 


die nd Sn doit rie re ht AS AN à dir 


» : 
EF SORT SA 
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AU SU Nr 


D D PE. 
si ax? PETTE “ à à 5 
D ne hdd +( = 


Les coordonnées du point Q sont données par Îles équations : 
He is cz 0 10, 0; 
8 0) at VUE 


: Dans l’espace la courbe gauche Qo complétée se compose de 
deux portions symétriques par rapport au plan «y. L’allure géné- 
rale de chaque portion simule une développée d’ellipse, à la dif- 
férence qu’il existe des rebroussements dans le plan yz (point o 
et son symétrique par rapport à æz), mais des points anguleux 
dans le plan #2 (point Q et son symétrique par rapport à yz). 
Voyons pourquoi au voisinage de l’ombilic la trace de la même 
nappe avec le plan «z change de nature. Partons du point À et 
allons au point C’ symétrique de C. En A les rayons de courbure 
sont AM et AR AM; en C' les rayons de courbure sont CQ et 


C'T< C'Q. Par continuité nous devons considérer comme sur la 
même nappe les centres de courbure qui appartiennent respecti- 
vement aux rayons de courbure plus grands ou plus petits. 

Par suite les points R et T, M et Q appartiennent respective- 
ment à la même nappe. RS 

La seule difficulté est de se représenter la forme de la surface 
au voisinage du point O, de voir comment par continuité une 
surface normale à x3 lui devient tangente. 

Le plan tangent à la nappe I suivant TQ est normal à #7; mais 
sa courbure sur l’are TQ pour la section droite normale à xz 
augmente de T à Q pour devenir infinie en Q; on passe sur Of. 
De même le plan tangent à la nappe I suivant MQ est normal à 
x; mais sa courbure sur Pare MQ pour la section droite normale. 
à æz augmente de M à Q pour devenir infinie en Q; on passe 
sur QQ. à 
* Le mode d'explication suivant fait bien voir ce qui se passe. 

De part et d’autre de l’ellipse AC (non tracée) découpons une. 
bande étroite sur l’ellipsoide limitée par deux ellipses ay, 2/7. 
Menons les normales à l’ellipsoïde aux divers points de ces 
ellipses. Considérons ce qui se passe sur les portions des ellip- 
ses comprises entre les points yy' et l'ombilic. 

Les normales, tangentent la nappe [ au voisinage de TQ et 
passent pratiquement par la courbe QQ, arête de la nappe IT. À 
mesure que les courbes TO, QQ, se rapprochent, la nappe I doit 
présenter le long de TQ une sorte de demi-bourrelet, de gout- 
tière de moindre diamètre. Au voisinage du point Q cette gout- 
tière s’aplatit et se raccorde au reste de la nappe IL. 
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En définitive au voisinage du point Q les nappes et IT viennent 
tangenter le plan #z. On comprend dès lors pourquoi leur inter- 
section wQ n’est pas normale à la tangente commune. Corrélati- 
vement par un point des développées passent deux normales voi- 
sines; par un point des ellipses passent trois normales voisines ; 
enfin par le point Q passent quatre normales voisines, Ses 

L. — Pour un ellipsoïde de révolution la caustique ? très sim- 
ple (fig. 236) se compose d’un morceau de l’axe de révolution et 
de deux entonnoirs pointus en leurs sommets qui se raccordent 
tangentiellement dans l’équateur suivant une aréte circulaire. 


A ÆEflipsoïde de 


À revolution 
S / 


Fig. 235. 


Les lettres qui se correspondent dans les fig. 235 et 236, montrent 
immédiatementcomment l’une des nappes s’évanouiten un mor- 
ceau de l’axe de révolution. 

Au voisinage du point M la surface représente la caustique d’un 
dioptre, d’une lentille, d’un appareil de révolution. 

Au voisinage de l'équateur elle représente la caustique d’une 
lentille cylindrique. 

Ne pas oublier que la caustique est déterminée par la forme de 
l'onde émergente; d’autre part la portion de l’onde utilisée peut 
tourner Sa convexité ou sa concavité du côté d’où vient la lumière : 
d’où le retournement de la portion de caustique utilisée. 

9°. — Reprenons la fo. 235 générale; limitons l'onde ellipsoi- 
dale à un fragment voisin du point A. 


Un des fragments de la caustique au voisinage du point M est 
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assimilable à un fragment d’arête (droite caustique) horizontale, 
et à deux fragments de cylindre qui viennent se tangenter dans 
le plan yOx suivant cette droite. 

L'autre fragment au voisinage du point R est assimilable à un 
fragment d’arête (droite caustique) verticale, et à deux fragments 
de cylindre qui viennent se tangenter dans le plan xOz suivant 
cette droite. ie 

Même résultat pour un fragment d’ellipsoïde voisin des som- 
mets B et C. 

Là-dessus repose la théorie de l’astigmatisme de l'œil. 

La portion de l’ellipsoïde voisine d’un ombilic donne un frag- 
ment de la surface X auquel on doit comparer la caustique d’un 
prisme (voir $ 207, 1°) : l’onde possède un plan de symétrie, et 
dans ce plan un point pour lequel les rayons de courbure sont 
égaux. On comprend pourquoi, à propos du prisme, je rappelle 
les propriétés de la caustique d’une onde ellipsoïdale. 


207. Caustique d’un prisme immobile; phénomène 
pour un prisme tournant. 
1°. — CAUSTIQUE D'UN PRISME IMMOBILE. 
Sur un prisme immobile faisons tomber un large faisceau de 
rayons isogènes; supposons le point lumineux I virtuel. 
L'appareil dioptrique, par suite la caustique, possèdent comme 


Projection horizontale|-P 


Limite 


Fig. 237. 


lan de symétrie la section principale du prisme qui passe par le 
point 1 (tableau). es 

La caustique possède donc une nappe 2, normale au tableau 
et une nappe ©, qui possède une arète de rebroussement dans le 
tableau. ; 

Construisons la trace de ZX, et lParête Z,. 

Prenons une série de rayons incidents 1, 2, 3... dans le tableau 
(plan de symétrie); 1 est le rayon limite; 4 correspond au mini- 
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mum de déviation; construisons les rayons émergents; la courbe 
2, est l'enveloppe des rayons émergents; la surface 2, correspon- 


dante, normale au tableau, est le lieu des focales verticales qui 
correspondent aux pinceaux en lesquels on peut diviser Le fais- 
ceau de rayons au voisinage du plan de symétrie. 

Si l’on veut une figure exacte, il ne faut pas se servir d’un rap- 
porteur. Du point I! abaissons la perpendiculaire IN: on a pour 
l’angle à : a—1i— À :2, 

L’angle # étant choisi, on calcule 4, puis : 


Na—IN.tg a. re 


D'où le rayon incident al. Par le point I menons la normale In 
à al; soit A— Ian, la déviation : on a : 
In—al.te Ar 


fl 


D'où le rayon émergent an. 


Au lieu de tracer l'enveloppe au juger, on peutavoir son point 


de tangence avec le rayon &n en calculant /’:# par la formule (1); 


on prend {— al. En effet les focales sont sur la caustique. 


Sur les rayons émergents prenons des longueurs ab—al; nous 
traçons une courbe E,, trace sur le tableau de la nappe Ÿ,-sur 


laquelle se trouve les focales horizontales suivant la terminologie 
habituelle. Mais nous savons que 2, est une arête de rebrousse- 
ment de la caustique ; pour être correct, il faut dire que les élé- 


ments de cette courbe sont des droites causliques. 

2, et E, se tangentent sur le rayon 4 qui correspond au minimum 
de déviation. Cé minimum n'apparaît plus sur la figure : il y a 
bien minimum, mais par rapport aux rayons incidents dont la 
direction varie. = 

Remarque capitale pour ce qui nous occupe : à une petite 
variation de l’angle d’incidence correspond un arc relativement 
considérable de la courbe Y,. La fig. 236 suppose le point I trop 
voisin du prisme pour que l'expérience soit possible avec un 
prisme unique. En fait si l’on veut tracer la caustique fragment 
par fragment, avec un point I assez éloigné pour qu’on puisse 
négliger l’épaisseur du prisme, il faut employer un prisme de 
petites dimensions et le faire glisser de manière que son plan de 
symétrie coïncide toujours avec PP. 

On maintient invariable le plan PP et le point I. 

L'expérienceavecle prisme immobile (ou simplement translaté) 
et un large faisceau (caustique complète), est très différente de 
l'expérience avec le prisme tournant et un mince pinceau incident. 
Pour chaque azimut du prisme nous obtenons alors un fragment 
de caustique qui pour un pinceau très mince se réduit aux aires 
d’amincissement; mais si tous ces fragments appartiennent en 
définitive à la caustique du prisme pour la distance actuelle du 


di , DERPE Vi 


eue de 5 due hou, Les sil à, oi) 


hs Ltd etc or Er lié 


*% 
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point E à son plan de symétrie, dans le changement d’azimut la 
caustique change de forme et de position. 

Au voisinage du minimum de déviation, du point de tangence 
de ce que nous considérons ci-dessus comme les deux nappes, 
les choses se passent comme pour la caustique de l’ellipsoide à 
trois axes inégaux, au voisinage de la normale en un ombilic. 

En fait les nappes s’échangent : par raison de simplicité je 
parle des nappes Y, et »,. : < 
Un théorème classique veut que le prisme soit stigmatique; 


mais le raisonnement ne porte que sur les rayons qui sont dans 


la section principale (plan de symétrie +3 de l’onde ellipsoïdale). 
_ L'expérience est possible, même pour des rayons très inclinés 
sur cette section, en généralisant la technique ci-dessus expli- 
quée; il suflit de translater le petit prisme en dehors de la sec- 
tion principale qui passe par le point I, tout en maintenant son 
plan de symétrie dans le plan invariable PP. 

Revenons à l'expérience du prisme tournant. 

2° — EXPÉRIENCE AVEC LE PRISME TOURNANT. : | 

a) Les « focales » horizontales sont d’une parfaite netteté. Avec. 
de la lumière blanche et un point source, pour chaque azimut du 
prisme on obtient un spectre linéaire horizontal. En réalité ces 
focales (droites caustiques) sont un fragment de l’arête de rebrous- 
sement de la nappe caustique qui leur correspond : l’accumula- 
tion de lumière y est énorme. Toutefois l’arête n’est pas normale 
au rayon moyen du pinceau; non seulement on peut incliner 
l'écran vertical sur le pinceau sans cesser d'obtenir un spectre 
quasi linéaire, mais l’azimut optimum n’est pas normal au pin- 
ceau. | 

b) La position des focales verticales est facile à déterminer 
grâce au dispositif suivant qui utilise les pseudo-images. 

Avec un prisme de sulfure de carbone on produit un spectre 
pur. Dans son plan est un écran percé d’un trou de diamètre 1 cm., 
sur lequel sont tendus deux fils, l’un vertical, l’autre horizontal. 


- On utilise le trou comme source quasi monochromatique. On fait 


tomber le pinceau quasi parallèle à travers une lentille sur un 


_ prisme de crown (peu dispersif) de 10° à 45°; il ne faut pas dépas- 


ser cet angle. Pour chaque azimut du prisme on déplace lécran 
de manière à voir nette la pseudo-image du fil vertical. Ë 
L'expérience est facile à montrer dans un cours; la position de 
la focale est bien déterminée. | : é 
Voyons pourquoi le résultat est si médiocre quand on utilise 
comme source un petit trou lumineux couvert d’un verre coloré. 
S’il donne de la lumière quasi monochromatique, il absorbe 
beaucoup; on est conduit à augmenter la largeur horizontale du 
pinceau; l'incidence n’est plus la même pour tous les rayons. 
Pour chaque azimut du prisme on obtient un fragment notable de 
la nappe ©, de la caustique quise confond pratiquement avec son 
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plan tangent vertical : la position de l’écran qui donne une inter- 
section quasi linéaire, est mal déterminée. En outre plus la por- 
tion du cylindre est étendue, moins bien limitée est la focale, 
plus loin s'étend la lumière dans la convexité du cylindre. 

Précisons ces propositions. | 

La variation Aï de l’angle d’incidence, d’un bord horizontal à 
l’autre du pinceau, est égale à l’angle + que font les rayons hori- 
zontaux extrêmes. Si cet angle est 1°(17 mm. à un mètre), le frag- 
ment de caustique correspond à Aë— 1°. 

Comme l'observation tout près du prisme ne correspond pas à 
la formule (vu lapproximation consentie dans l'expression de #/), 
comme pour £” beaucoup plus grand que { le phénomène perd sa 
netteté, restons au voisinage du minimum de déviation. 

Nous sommes conduits à calculer le quotient d(£”:t): di, c'est-à- 
dire l’inclinaison de la tangente à la courbe {’:1—/f{i), au voisi- 
nage de l’ordonnée 1. - Ô 

Donnons à ? la variation 4: ; varie de &: | 


d” É (+ ns | Sue x COST 
| SIN NS In ; 
L. COS (1 + x).cos (7 — :) ncosr 


tetr—A:2, correspondent au minimum de déviation. 
Des calculs faciles donnent (+ en radian) : 


À : ë 
= + til 1 = [1 + Ca 
“A0. O-20286 à A 40 C1:802 
20 0,610 50 2,363 
0 2 4060 60 3,620. 


D'où {":1 pour «—0,0349 (2 degrés) : 
AE HO ER ET CIO A ARE OS 
20 1,021 50 1,082 
30 1,037 60 1,126. 


Ainsi pour A—30° et au voisinage du minimum de déviation, à 
supposer £— 1 mètre, si le faisceau est de largeur horizontale telle 
que d’un bord à l’autre l'incidence varie de 2, on obtient un 
fragment de caustique à plan tangent vertical de largeur hori- 
zontale Af”—% cm.; les focales verticales qui correspondent aux 
diverses tranches verticales du pinceau, ont des positions extré- 
mes distantes de 4 cm On comprend le peu de précision de la 
mesure de {" : l'écran peut se déplacer de 4 em. sans que la net- 
teté de l’intersection linéaire varie sensiblement. 

Reportons-nous à la fig. 232. Quand £ croît d£': di croît; l’inter- 
mination croit. Quand {” diminue, d{’: di décroit, l'indétermina- 
tion décroit; mais, vu l’approximation consentie, les calculs per- 
dent toute rigueur quand #":{ est petit. 


SU 
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On comprend maintenant pourquoi la technique indiquée est 
très supérieure à l'emploi d’un trou couvert d’un verre coloré. Le 
prisme permet d'obtenir une lumière beaucoup plus exactement 
monochromatique et plus intense; l’angle solide du pinceau peut 
être beaucoup plus petit sans diminution exagérée de la lumière. 

D'autre part, au minimum de déviation, le prisme devenant stig- 
matique, Les longueurs des focales du trou s’annulent : au voisi- 
nage du minimum, dans la partie la plus intéressante du phéno- 
mène, un trou ne donne rien de nel; tandis que les pseudo-images 
du réticule, toutes deux nettes au minimum pour la même post- 
tion de l'écran, cessent de l'être dès qu’on s’écarte du minimun). 
Par déplacement de l'écran on obtient successivement nette l’une 
ou l’autre image, ce qui permet de suivre commodément le phé- 
nomène. 

3. — De cet appendice lirons un enseignement pédagogique. 

Après toutes les explications et les figures que je viens de 
donner, la question paraitra si claire qu’on se demandera com- 
ment jai pu me tromper; à quoi Je répondrai que ma figure 
fausse date de 25-ans et qu’elle est reproduite dans des ouvrages 
récents. Avant qu'en 1902 j'aie défini les aires d’amincissement, 
on racontait sur les pinceaux des histoires invraisemblables; 
aujourd’hui ces aires sont devenues classiques : j'espère qu'il en 
sera de même pour les focales d’un prisme. 

Je me suis trompé faute d’avoir calculé les phénomènes; mon 
excuse est que les calculs précédents, pour simples qu'ils parais- 
sent, mais avec les tâtonnements inévitables, ont demandé huit 
jours de travail. Oril s’agit d’une question ultraclassique : on peut 
s'étonner que depuis trois quarts de siècle personne, à ma con- 
naissance, n'ait fait ces calculs et les figures correspondantes. 
Les théorèmes généraux que personne n'applique, semblent beau- 
coup plus intéressants, corrélativement les questions fondamen- 
tales demeurent dans le vague. Je serais curieux de savoir ce que 
nos taupins etleurs professeurs y comprennent, 

On fourre tout dans les programmes : ilest dès lors impossible 
de développer chaque question assez pour que son étude devienne 
éducative. On se borne à quelques phrases apprises par cœur 
sans prendre la peine de discuter le phénomène. 
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